





























本 书 是 研究 生 随 机 过 程 教材 .全书 共 4 章 , 以 公理 概率 论 
为 入 口 , 重点 讲授 蒜 与 Markov 过 程 , 分 别 介绍 了 条 件 期 望 、 无 
穷 维 空 间 的 测度 构造 、Markov 链 、Poisson 测度 与 Poisson 过 
程 、Brown 运动 、 鞭 与 连续 款 的 随机 积分 、It6 公式 、Girsanov 


公式 、 随 机 微分 方程 , 还 介绍 了 右 Markov 过 程 、Feller 过 程 与 












































ET 


Lévy 过 程 、Brown 运动 的 位 势 理论 、 游 离 理 论 , 和 Markov 过 
程 的 Killing 变换 与 时 间 变 换 等 . 本 书 还 配备 了 一 定数 量 难 易 不 
等 的 习题 , 以 利 读者 加 深 理 解 , 启发 思考 . 

本 书 可 作为 基础 数学 、 应 用 数学 、 计 算数 学 、 运 筹 学 与 控制 
论 、 概 率 论 与 数理 统计 等 数学 类 各 专业 方向 的 研究 生 学 位 课 教 
材 , 也 可 供 理工 类 和 金融 类 相关 专业 的 研究 生 以 及 自然 科学 工作 
者 、 工 程 技术 人 员 参 考 使 用 . 








































































































编辑 出 版 说 明 











21 世 纪 , 随 着 科学 技术 的 突飞猛进 和 知识 经 济 的 迅速 发 展 , 世界 将 发 生 深刻 变 




















化 , 国际 间 的 竞争 

















皇 临 空前 的 发 展 机 遇 与 巨大 挑战 











趋 激烈 , 高 层次 人 才 的 教育 正 























研究 生 教育 是 教育 结构 中 最 高 层次 的 教育 , 肩负 着 为 国家 现代 化 建设 培养 高 素 
质 、 高 层次 创造 性 人 才 的 重任 , 是 我 国 增强 综合 国力 、 增 强国 际 竞 争 力 的 重要 支撑 ， 











































































































为 了 提高 研究 生 的 培养 质量 和 研究 生 教学 的 整体 水 平 , 必须 加 强 研究 生 的 教材 建设 ， 





更 新 教学 内 容 , 把 创新 能 力 和 创新 精神 的 培养 放 在 突出 位 置 上 , 必须 建立 适应 新 的 
教学 和 科研 要 求 

















书 ” 正 是 为 适应 





这 一 新 形势 而 编辑 出 版 的 . 




























































































的 有 复旦 特色 的 研究 生 教 学 用 书 ,“21 世 纪 复 旦 大 学 研究 生 教 学 用 



























































“21 世 纪 复 旦 大 学 研究 生 教学 用 书 ” 分 文科 、 理 科 和 医科 三 大 类 , 了 











士 研 究 生 学 位 基 














的 选修 课 及 博 了 
书 外 , 还 可 供 
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础 课 和 学 位 专业 课 的 教材 , 同时 酌情 出 版 一 些 使 用 面 广 、 质 量 较 高 















































上 研究 生 学 位 基础 课 教 材 , 这 些 教材 除 可 作为 相关 学 科 的 研究 生 教学 





1 关 学 者 和 人 员 参 考 . 




















收入 “21 世 纪 复 旦 大 学 研究 生 教 学 用 书 ” 的 教材 , 大 多 是 作者 在 编写 成 讲义 后 
经 过 多 年 的 教学 实践 、 有 反复 修改 后 才 定 稿 的 . 这 些 作者 大 多 治学 严谨 , 教学 实践 经 
验 丰 富 , 教学 效果 也 比较 显著 . 由 于 我 们 对 编辑 工作 尚 缺 乏 经 验 , 不 足 之 处 , 敬 请 读 
























































者 指正 , 以 便 我 们 在 将 来 再 版 时 加 以 更 正和 提高 . 








前 言 
































概率 论 是 研究 机 会 的 学 科 , 有 非常 强 的 直观 背景 , 它 起 源 于 人 类 对 赌博 中 机 会 
的 兴趣 , 对 它 的 一 些 问题 的 研究 可 追溯 至 几 个 世纪 之 前 , 著名 数学 家 P. Fermat，B 
Pascal, J. Bernoulli, P.S. Laplace 等 都 对 概率 论 的 发 展 作 出 过 巨大 贡献 , 而 为 这 一 
学 科 建 立 坚实 的 数学 基础 是 20 世纪 30 年 代 , 俄国 著名 数学 家 A.N.Kolmogorov 将 
概率 论 的 大 厦 建 立 在 测度 论 的 基石 上 . 但 我 们 不 能 态 记 概率 与 测度 不 同 的 一 面 , 它 
有 着 深刻 的 且 是 严格 的 测度 论 公 理 体系 所 无 法 体现 的 直观 背景 . 
此 教材 重点 讲述 Markov 过 程 与 蒜 论 , 考虑 到 大 多 数学 生 在 本 科 时 缺乏 测 
度 论 的 训练 , 我 们 在 第 一 章 简 要 介绍 测度 论 与 概率 论 的 基本 概念 与 重要 结果 , 如 
Caratheodory 扩张 定理 、Radon-Nikodym 定理 、 随 机 变量 及 其 分 布 、 条 件数 学 期 
望 等 , 要 注意 的 是 没有 对 这 些 概念 的 真正 理解 , 是 不 可 能 真正 理解 现代 随机 过 程 理 
论 的 . 在 第 二 章 中 , 我 们 将 介绍 Kolmogorov 的 相 容 性 定理 , 以 及 一 些 常 见 的 过 程 ， 
如 平稳 过 程 、Markov 链 、Markov 过 程 、 独 立 增 量 过 程 、Poisson 过 程 、Brown 运 
动 等 . 在 第 三 章 中 , 我 们 将 给 出 款 的 定义 , 讨论 款 的 基本 性 质 、 舟 不 等 式 、 禹 与 其 他 
随机 过 程 的 关系 , 以 及 款 的 正则 化 . 另外 我 们 还 将 证 明 连 续 蒜 有 有 限 二 次 变 差 并 定 
义 随 机 积分 , 最 后 介绍 重要 的 It6 公式 及 其 应 用 . 
该 教材 在 浙江 大 学 和 复旦 大 学 作为 数学 系 研 究 生 随机 过 程 基础 课 的 教材 已 经 
使 用 多 年 , 此 次 出 版 前 增加 并 修订 了 一 些 内 容 . 考虑 到 Markov 过 程 的 重要 性 ， 还 
增加 了 第 四 章 : Markov 过 程 基础 , 讲述 Markov 过 程 、 强 Markov 性 、 概 率 位 势 理 
论 、Feller 过 程 和 Lévy 过 程 等 , 这 部 分 内 容 对 于 数学 系 研 究 生 基础 课 可 能 过 于 专门 
化 , 适合 作为 概率 专业 研究 生 的 专业 课 内 容 讲授 . 
这 里 要 感谢 浙江 大 学 的 陈 叔 平 教授 , 他 首先 提议 和 鼓励 我 们 为 浙大 数学 系 研究 
生 开 设 这 门 课程 并 提供 方便 , 感谢 赵 敏 智 、 方 兴 、 张 慧 增 、 何 萍 博士 ,他 们 多 次 阅读 此 
教材 并 为 教材 的 修改 提出 了 许多 的 重要 意见 ,感谢 周 梦 、 吴 小 伟 同学 ,他 们 在 阅读 过 
程 中 也 指出 并 改正 了 一 些 错误 . 我 们 还 要 特别 感谢 汪 嘉 冈 教 授 、 马 志明 教授 和 李 贤 
平 教授 ,他 们 在 百 忙中 仔细 地 阅读 了 全 书 并 提出 了 许多 重要 的 修改 意见 . 最 后 还 要 感 
谢 复 旦 大 学 出 版 社 的 范 仁 梅 女士 为 本 书 顺利 出 版 提供 的 帮助 . 教材 虽 经 不 断 的 修改 ， 
但 错误 依然 难免 ,如 果 读 者 发 现 其 中 的 错误 或 有 建议 ,请 直接 和 作者 联系 ,非常 感谢 . 
应 坚 刚 jgyingQ@fudan.edu.cn 
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第 一 章 概率 论 基础 
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在 这 一 章 中 , 我 们 将 考察 概率 论 的 基本 概念 , 它们 也 是 随机 分 析 理 论 的 基础 . 
们 将 简略 而 又 系统 地 介绍 测度 论 与 概率 论 的 重要 概念 和 定理 , 为 了 让 此 书 尽量 
包含 , 我 们 将 简要 地 给 予 证 明 . 需要 强调 的 是 , 虽然 这 里 我 们 在 测度 论 基础 上 建立 概 
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率 的 概念 , 但 是 概率 的 直观 思想 是 远 非 测度 论 所 能 体现 的 , 所 以 读者 不 能 省 略 对 于 
初等 概率 论 的 系统 学 习 和 理解 . 


























81.1 可 测 结 构 与 测度 构造 



































在 本 书 中 , 集合 R 表示 实数 集 , Q 表示 有 理 数 集 , Z 表示 整数 集 , N 表示 自然 
数 集 , 下 标 + 表示 非 负 元 素 全 体 , 如 及 + 表示 非 负 实 数 集 , 其 他 类 似 . 
用 9 表示 一 个 任意 给 定 的 非 空 集合 , 22 表示 Q 的 子 集 全 体 组 成 的 集合 , 称 为 
早 集 , Q 的 一 个 子 集 类 是 指 22 的 一 个 子 集 . 我 们 说 一 个 子 集 类 对 集合 的 某 种 运算 封 
闭 , 是 指 此 子 集 类 中 的 集合 经 过 此 种 运算 后 得 到 的 集合 还 在 此 子 集 类 内 . 常用 的 集 
合 运 算 如 下 : 
(1) 补 集 : 4 上 4° = OA 4i; 
(2) 有 限 并 : (4,B) 一 4UB; 可 列 并 : ({4 :n € N}) 忆 U4%; 任意 
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(LA :入 EA})) mw UA; 当 上 面 运算 中 所 涉及 的 集合 不 相交 时 , 分 别称 为 不 交 有 限 
入 








并 , 不 交 可 列 并 , 不 交 任意 并 ; 
(3) 有 限 交 : (4,B) 忆 ANnB; 可 列 交 : ({4 :n € N}) 性 门 4%; 任意 交 : 





({A4s :MEADDN A 


(4) 差 : (4,B) 一 A4\B=ANB°; 当 4 DB 时, 称 为 包含 差 ; 




















(5) 递增 列 极限 : ({4 :me N}) UU 4,, 其 中 集 列 {4%} 递增 ; 
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我 们 期 望 读者 
定义 1.1.1 9 的 一 个 非 空子 集 
于 补 集运 算 和 可 列 并 运算 封闭 . 
容易 验证 , o- 代数 一 定 包含 


运算 都 是 封闭 


< 人 
是 Q 上 的 o- 


例 1.1.1 


随机 过 程 基础 





(6) 递减 列 极限 : ({4 :ne N}) 性 门 4%, 其 中 集 列 {4%} 递减 . 























外 


的 . 
o- 代数 





设 



































己 经 熟悉 关于 集合 运算 的 规则 , 这 是 


类 多 称 为 是 0 


了 信 , 0 为 元 素 且 对 于 
合 上 的 一 个 o- 代数 通常 看 作 
多 组 成 的 偶 (9， 多 ) 称 为 是 一 个 可 
必 数 , 它们 是 Q 上 的 平凡 o- 代数 . 








是 及 上 的 一 个 o- 代数 . 


由 定义 不 难 验 训 
一 个 子 集 类 , 用 C (wy) 








故 C( 史 ) 是 非 空 的 , 记 





所 唯 





大 

















例 1.1.2 


下 





定义 1.1.2 


的 ) 


级 


(1) 多 了 .ci 


(2) 若 多 ' 是 o- 代数 
东 称 oa(Y) 是 包含 of 的 最 小 o- 代数 或 
重要 的 o- 代数 的 常用 方法 . 
如 果 Q 是 一 个 拓扑 空 1 
为 是 Q 上 的 Borel 代数 , 记 为 多 (0), 因为 


设 (9， 





(1) 4 (8)= 0; 











多 是 实数 集 及 的 纪 








三 尝 


多 ) 是 


EE 多 可 列子 外 


FEQ 上 任意 多 个 o- 代数 
表示 Q 上 包含 .of 为 子 身 


F EC ) 
(在 本 书 中 , 记号 := 读 作 被 定义 为 .) 则 o(g) 是 Q 上 的 o- 代数 , 它 是 
-确定 的 o- 代数 多 : 


Y 











不 一 
上 的 o- 代数 (或 o- 域 ), 如 果 它 对 


-列举 . 








限 交 , 有 限 并 及 可 列 交 等 


为 集合 上 的 可 测 结构 , Q 及 其 上 的 






































测 空间 . 显然 子 集 类 22 与 {2@, 9} 


人 


集 是 至 多 可 列子 集 














的 交 














体 , 那么 多 


岂 是 一 个 o- 代数 , 设 允 是 QQ 上 





的 o- 代数 全 体 , 因为 22 € C(oy)， 











下 列 条 件 














ZF'D HA, 则 2F'D ZF. 
2 生成 的 o- 代数 . 这 是 生成 大 多 数 


























生成 的 o- 代数 .对 于 Euclid 空间 ， 
R” 上 的 Borel 代数 . 一 个 o- 代数 
2 二 oo({4n}). 那么 多 (R") 是 可 
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a 





司 ) 





则 








所 有 


























的 补 集 是 闭 集 , 故 它 


集 组 成 的 集 





类 生成 的 o- 代数 称 
也 是 全 体 闭 集 














我 们 记 多 (R") 或 B" 是 n- 维 Euclid 空间 











个 可 


E 成 的 . 





2 是 可 列 生成 的 , 如 果 存 在 子 集 列 {4A} 使 和 











生 





测 空间 , 称 多 上 的 一 个 非 负 实 值 广义 (可 取 无 穷 值 
长 函数 为 (Q, 多 ) 上 的 测度 , 如 果 


这 时 , 称 (0, 多 ,4) 是 测度 
称 (Q, 多 ,1) 是 
称 为 概率 测度 ; 当 存 在 集 列 
0o- 有 限 测 度 . 另外 如 果 风 
紧 集 上 有 限 , 称 /为 Radon 洲 


卢 . 


(2) 知 {Aw} 是 
性 质 称 为 测 




















可 测 空间 (Q, 多 
另外 , 任何 测度 空间 在 下 面 的 意义 下 可 以 完备 化 . 


完备 测度 空间 . 


中 的 一 个 互 不 相交 的 外 





I 性 . 


度 的 可 列 可 力 
空间 . 








{An} C 
是 拓扑 空 
I 度 . 


) 的 测度 有 
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7 由 


当 jy(Q) < co 时 ， 


了 多 满足 





第 一 
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章 ”概率 论 基 础 3 








列 , 则 jo (U, 4) = 学 ,4(4n). 这 个 


如 果 4 € 多 ,1(4) = 0,B Cc A 强 含 着 Be 多 , 则 


时 ， 、 


称 j 是 有 限 测度 








1(Q) = 1 时 ， 


U, An = 与 L(A,) < co 时 ， 称 H 








Borel 集 上 的 测 





间 Q 及 





H(A). 


度 , 如 果 1 在 任何 


局 序 , 称 测度 > < yx, 如 果 对 任何 4 € 多 ， 


没 (0, 多 ,1) 是 测 


0}, 


,那么 F*={AUN:Ae FN e€e.N}, 








读 


















































原 测度 空间 的 完备 化 . 因此 如 有 必要 ， 

















不 相交 , 那么 


v(A) < ); 
度 空间 . 
NH := {NCQ: 存 在 NE 多 使 得 NCN’,n(N 
Fr*:=o(F UN). 
.NH 中 的 集合 通常 称 为 u- 零 测 集 
这 样 jy 自动 地 延 拓 到 .多 4 上 : jy(AUN) := 
(9, 多 *,n) 是 一 个 完备 测度 空间 , 称 为 是 
总 可 以 假设 测度 空间 是 完备 的 . 
下 面 有 关 测 度 的 性 质 可 由 定义 直接 推 得 . 
(1) (有 限 可 加 性 ) 若 4A1,:… ,4weE sy 多 且 互 
“人 > A); 
V2 
(2) (单调 性 ) 若 4,BEe 多 且 4C 3, 则 





(3) (次 可 列 可 力 | 


(4) (下 连续 必 





E) 


(5) (上 连续 性 





) 





0 性 


1(A) < 1(B); 





) 车 {4%} 是 2 中 的 一 个 集 列 , 那么 


H (U 4 < >， L(An); 


HH 





设 {4A%} 是 多 





ea 








单 j 





上 升 


日 








的 集 列 , 则 





中 单 j 





设 {4%} 是 多 





ea 

















加 


下 降 的 4 














列 





-存在 大 使 和 


者 需要 验证 定义 无 歧义 , 则 





我 们 


得 (Ak) < co, 则 
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A(lim 








4 ) = lim (A,). 


























特别 地 ,在 如 处 上 连续 , 即 若 {4;} 是 多 中 单调 下 降 交 为 @ 的 集 列 且 存在 K， 
使 得 jy(Ai) < co, 则 lim An(4。) = 0. 











主意 有 限 可 加 性 与 次 可 列 可 加 


溺 





性 两 者 结合 等 价 于 可 列 可 加 性 . 

















看 


,我们 来 看 几 个 简单 的 党 


























测度 . 恒 等 于 零 的 测度 称 为 是 零 测度 . 在 空 集 上 


等 于 零 , 而 在 非 空 可 测 集 上 等 于 +eoe 的 集 函 数 也 是 一 个 测度 . 














例 1.1.3 设 8 是非 空 集 , 对 任意 4 C Q, 用 #(4) 表示 集合 4 中 元 素 的 个 数 , 显 

















然 # 是 (Q,2?) 上 的 测度 , 且 当 Q 


























是 有 限 集 时 , 它 是 有 限 测度 , 当 Q 是 可 列 集 时 ， 






































它 是 o- 有 限 测度 , 而 当 9 不 可 列 时 , 它 不 是 o- 有 限 的 . 测度 # 通常 称 为 0 上 的 


计数 测度 . 


例 1.1.4 设 (9, 多 ) 是 可 测 空间 , 对 任意 w < 9, 定义 


cu (A) 






























































个 相对 简单 的 集 类 上 直接 地 定义 一 
生成 的 o- 代数 上 , 这 正 是 下 面 将 介 















































相 


二 
LA 








定义 1.1.3 ”Q 的 非 空子 集 类 ZF。 
种 运算 封闭 . 


:= 14(w), Ae ZF. 


同样 , 显然 e 是 测度 , 通常 被 称 为 w 处 的 单 点 测度 或 Dirac 测度 . 
测度 的 定义 并 非 总 是 如 此 简单 , 实际 上 , 当 集 合 上 的 可 测 结 构 较 为 复杂 时 , 像 上 
面 例 中 那样 直接 对 每 个 可 测 集 定义 而 成 为 测度 是 不 可 能 的 . 因此 我 们 通常 是 在 


























个 ( 预 ) 测 度 , 然后 用 某 种 方法 将 其 延 拓 至 该 集 类 


绍 的 著名 的 Carathéodory 测度 扩张 定理 的 主要 





























称 为 是 一 个 环 , 如 果 多 o 对 集合 的 差 与 有 限 并 两 








2 














显然 环 含有 空 集 且 对 于 有 限 交 运算 也 封闭 . 














例 1.1.5 任何 非 空 集合 的 有 限 子 身 


Ho :一 全 (ai Di; 














则 多。 是 R 上 的 一 个 环 , 它 生成 的 
可 以 看 出 , 环 的 结构 通常 比 o- 
比 在 o- 代数 上 定义 测 


























*9 


全 体 是 一 个 环 . 定义 及 上 的 子 集 类 如 下 








nz 0 hiceicn), 


oz- 代数 也 是 Borel 代数 . | 
代数 的 结构 简单 得 多 , 故 在 环 上 定义 一 个 测度 也 





4 各 前 得 
安 间 时 导 多 . 
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定义 1.1.4 设 Gu 是 非 空 集合 Q 上 的 一 个 环 , 6。 上 的 非 负 广义 实 值 集 函 数 4 称 
为 是 有 限 可 加 集 函 数 , 如 果 下 列 条 件 满足 : 
(1) 4(@)= 0; 


(2) (有 限 可 加 ) 车 41,.… ,4。e ZF。 互 不 相交 , 则 























H (UD 4] = > 41(4;). 


i=1 


























进一步 地 , 如 果 将 (2) 用 (2 ) 代 之 ， 








(2') (可 列 可 加 ) 若 集 列 {4%} C Zo 不 相交 目 U 4 e Yo, 则 


H (U 4 > ， H(An), 


也 














则 称 / 是 预测 度 . 记 多 := c( 多 o), 如 果 丈 是 (Q, 多 ) 上 的 测 
致 , 称 歼 是 /上 的 扩张 . 








EE 其 在 .多 0 上 与 4 一 
































显然 , 只 要 在 集合 运算 封闭 的 前 提 下 , 测度 的 性 质 可 以 推广 到 环 上 的 预测 度 上 ， 
读者 不 妨 自行 验证 . 在 概率 论 中 , 我 们 更 常 使 用 的 是 代数 的 结构 , 人 上 的 
称 为 是 代数 , 如 果 9 < Zo. 






































-个 环 Fo 





设 多 0 是 Q 上 的 环 , p 是 多 o。 上 给 定 的 预测 度 , 对 4 C Q, 定义 


4 (4) := mi {5 nu(An): {An,} C Fo, U 4， -4 


给 n 


(约定 inf 如 = 十 oo0), 自 





然 必 是 22 上 的 非 负 广义 实 值 集 函 数 , 称 其 为 (由 / 诱导 
的 ) 外 测度 , 它 有 下 列 性 质 : 














7 


(1) 若 4 € Zo, 则 jr(A) = 14(A); 





SN 


(2) (单调 性 ) 若 4C B, 则 jp*(4) < p*(B); 





(3) (次 可 列 可 加 性 ) 若 {4%} 是 9 的 一 个 子 集 列 , 那么 


IN 





(U 4] < >》， "(Ax): 


其 中 (2), (3) 可 由 定义 直接 验证 , 而 (1) 的 证 明 要 用 到 j 的 次 可 列 可 加 性 . 
一 般 地 , 2? 上 的 一 个 空 集 上 为 零 













































































.满足 (2), (3) 的 非 负 集 函数 常 称 为 是 9 上 
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的 外 测度 . 9 的 任意 子 集 4 称 为 是 Jj.*- 可 测 的 , 如 果 对 任何 巨 C 90, 有 


(BE)=p(ANE)+ (A NE). 











1 外 测度 的 性 质 , 上 式 等 价 于 











(BE) > Mr (4 五 ) 上 Mr(4en 万). 





记 HM 为 9 的 jy*- 可 测 子 集 全 体 . 





定理 1.1.1 (Carathéodory) ”定义 如 上 , 则 有 下 列 性 质 : 
1) (Q,.N ,1*) 是 测度 空间 ; 

2) HM DO Fo; 
3) NM 包含 所 有 1*- 零 涡 

















时 . 因此, (9 .NM ,1p*) 是 完备 的 . 




















证 明 (1) 我 们 须 证 .WN 是 上 oo- 代数 旦 yy* 是 .HM 上 的 测度 . 显然 ,9 ENM 
NM 对 补 集运 算 封 闭 , 故 只 须 验 证 .NM 对 可 列 并 运算 封闭 . 事实 上 , .NM 对 有 限 并 运算 
封闭 , 因为 若 4,B e .N, 则 对 C9， 








K 






























































(BE)= WANE)+ (A NE) 


= (ANE)+[W “(BNA NE)+r(B° NA NE) 





=[W(AN(AUB)NE)+r((AUB)N A NE) 
+u*((BUA)°NE) 


= (AUB)NE)+ (BUA) NE), 





EE 出 AUBEeE.NM. 那么 NM 对 有 限 交 运算 也 封闭 . 故我 们 仅 须 验 证 . 对 不 相交 集 
1 的 可 列 并 运算 封闭 . 设 {4，} 是 . 中 不 相交 集 列 , 令 




















这 











外 测度 的 单调 性 得 

















Ww“(E)=W(ENB,)+r (ENB:) 





zu“(ENB,)+r (ENA') 


= /WENB.NB, i) + (ENB.NB: )+u (ENA') 





= "(ENB i)+W(ENA,)+u (ENA') 
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= >》 ENA)+u (ENA'). 


1 一 1 

















n 的 任意 性 与 jw* 的 次 可 列 可 加 性 推出 




















oo 


WE)> DW (ENA)+u (ENA’) 


> (ENA)+ ENA'), 








因此 A e .NYM. 不 仅 如 此 , 从 上 面 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 对 任何 BE CC 9， 


Le (er (U 4 三 > (BE N A;), 


i=1 


























故 Mr 有 有 限 可 加 性 














Pa (vb 4 = >， L(Ai). 








结合 jw* 的 次 可 列 可 加 性 , 推出 jy* 在 .HM 上 有 可 列 可 加 性 . 
测度 , 显然 , 证 明 对 于 一 般 的 外 测度 都 对 . 
(2) 设 A € 多 0, 对 任何 已 CQ, 不 妨 设 jw*(EB) < co, 则 对 任何 e > 0, 存在 子 集 





i 











此 jj* 是 (0,.NM) 上 的 





























列 {4%}C Fo 满足 UAnDE 且 pn(4%) < py*(B) 二 6, 因而 








uw (ENA)+u (ENA') 


< pe (An) Nn A)+ (An) nA’) 


= (4,n A) + (4, nN a)) 


n 穆 


< (A NA+ (A nN A) 


n 


< > ln(A, nN A)+ uA N A) 


n 


= (4) < p(B)+e, 
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其 中 最 后 的 等 式 来 自 的 有 限 可 加 性 . 由 此 推出 (ENA)+j*(BNA°)< pn*(E), 
旭 AeANM 或 ZF0CANM. 




















3) 设 4 是 1.*- 零 测 集 , 即 *(4) = 0, 则 对 任何 CQ, 有 jp*(B) < ye*(BNA°)， 














因此 yi*(B)=W (ENA)=W (ENA)+W (BNA), 故 AeN. 
定理 推出 .NWN D 多, 则 j* 限制 在 多 上 是 4 的 一 个 扩张 , 称 它 为 pf 
Carathéodory 扩张 , 在 不 至 于 引起 误解 时 , 仍 记 为 4. 注意 , o- 代数 NM 与 Fo。 和 
都 有 关 , 而 多 仅 与 .Yo 有关. (0,.NM,1*) 是 完备 测度 空间 , 而 (Q, 多 ,1) 一 般 不 是 完 
备 的 . 环 上 预测 度 的 Carathéodory 扩张 不 一 定 是 唯一 的 扩张 . 






































Sa 












































例 1.1.6 取 例 1.1.5 中 及 上 的 环 多 0, 对 A € 多 0, 定义 


| A= 8%, 
\ 


+00， 4 关 人 ， 


则 的 Carathéodory 扩张 是 (R, 多 ) 上 的 奇异 测度 , 而 显然 计数 测度 也 是 4 的 一 
个 扩张 , 它 不 同 于 Carathéodory 扩张 . | 
下 面 我 们 将 证 明 预 测度 的 o- 有 限 性 能 保证 Carathéodory 扩张 是 唯一 扩张 . 
称 环 多 。 上 预测 度 六 是 o- 有 限 的 , 如 果 存 在 集 列 {Q;}C 多 0o 满足 U9， = 


n 


KL(Q%) < co. 设 (0, 多 ,1) 是 测度 空间 , 对 Qo € 多 ,定义 FNQo0:= {0Q0nA4: 
隐 }, 则 多 Nn9o 是 Qo 上 的 o- 代数 , 记 yo, 是 4 在 多 NNQo 上 的 限制 ,那么 
(0o 多 mono,wpov) 也 是 一 个 测度 空间 . 
我 们 还 需要 介绍 Dynkin 的 一 个 思想 , 它 给 出 证 明 一 个 子 集 类 是 o- 代数 的 一 个 
方法 , 在 下 面 定 理 的 证 明 中 会 使 用 它 . 称 一 个 子 集 类 是 r- 类 , 如 果 它 对 有 限 交 封闭 . 
而 称 一 个 子 集 类 是 Dynkin 系 或 和 - 类 , 如 果 它 包含 有 名 , 0 且 对 于 补 集运 算 与 不 交 
可 列 并 运算 封闭 . 显然 , 环 是 x- 类 , o- 代数 是 Dynkin 系 , 反之 不 对 . 容易 看 出 任意 
多 个 Dynkin 系 的 交 仍 是 Dynkin 系 , 因此 对 9 的 任何 子 集 类 yx, 唯一 存在 一 个 包 
含 zf 的 最 小 Dynkin 系 , 记 为 6(f), 也 类 似 地 称 为 由 of 生成 的 Dynkin 系 . 下 面 
是 Dynkin 定理 . 































































































































































































个 






































引 理 1.1.1 (Dynkin) 设 多 0 是 一 个 x- 类 , 则 5(G0o) 是 一 个 o- 代数 ， 因 出 


0(F0) = $F0). 


C 
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证 明 ”由 定义 , 仅 须 验 证 5( 多 0) 对 有 限 交 运算 封闭 . 任 取 A € 6( 多 0), 定义 














[A] := {B € 6(90): ANB e690)}. 

















先 验 证 kx[4] 是 一 个 Dynkin 系 . 事实 上 , 只 需 证 明 kc[A]l: 


(1) 对 补 集运 算 封闭 ; 

















(2) 对 不 相交 集 列 的 可 列 并 运算 封闭 . 
对 (), 取 Ben4l, 则 4,4*4nBe6(98o), 因 此 4nBe*=[Lcul4nB)ee 
6(F0), 因此 Be ex04]. 


为 证 明 (2), 取 {B,} CA[4 





























列 , 因此 4 U Bi) E 6( 多 0), 推出 UB, € A[4]. 

















0(. 罗 0) 时 ， k[A] > 多 0. 





定理 1.1.2 如果/ 是 坏 多 o 上 的 ze- 有 限 的 预测 度 , 则 /在 最 小 o- 代数 多 上 的 








扩张 是 唯一 的 . 














证 明 任 取 由 的 一 个 






































o- 有 限 性 , 可 














对 任 


| 








上 面 的 儿 个 定理 
以 在 更 简单 的 半 环 上 


























照 下 面 定 理 1.3.1 的 证 
Lebesgue 可 测 集 ， 记 出 





(1) 不 是 所 有 及 





天 到 与 4 在 多 NnQo 上 是 有 限 测度 , 故 容易 验证 : 
的 Dynkin 系 . 大 | FoNNo 是 Qo 上 的 











是 不 交集 列 , 则 显然 {4 Nn B} 是 6( 罗 o) 中 不 交集 





天 0 是 x- 类 , 故 A € Fo 北 含 着 [A] 多 o 即 <[4]25(Zo). 这 意味 着 当 4 e 











因此 #[4] D 5(F0), 即 6(F0) 中 元 素 对 有 限 交 运算 封闭 . 
































扩张 到 取 Qoe:zo 且 AQo) < oo. 令 


:= {AeE FNNo: RA) = nA)}. 



































取 递 增 集 列 {Q%} C Zo 满足 U9; = 


可 Ae FF,n(A)=1limA(ANN,)= 1limy(ANQ,)= 4(4). 











环 ， 故 260 2 0(Gonoo) > alGonoo) 和 这 FNNo. 


(Qa) < oo0. 那么 


























说 明 一 个 测度 空间 可 以 在 环 上 构造 得 到 , 但 马 














进行 (参见 习题 ). 在 例 1.1.5 中 , 定义 m((a， 

















际 上 , 这 通常 可 
0]) = 5 一 a, 则 仿 





明 , m 是 多 。 上 的 一 个 预测 度 , 所 诱导 的 m*- 可 测 集 称 为 
集合 为 乡 , 诱导 的 测度 称 为 Lebesgue 测度 . 注意 : 





的 子 集 都 是 Lebesgue 可 测 的 , 或 者 说 一 个 平移 不 变 的 可 列 可 
加 集 函 数 是 不 可 能 在 全 体 子 集 上 定义 的 ; 
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(2) 儿 
一 一 对 应 . 


严格 地 包含 Borel 代数 多 , 实际 上 , .2 与 及 的 究 集 一 一 对 应 而 多 与 R 

















设 Q, 9 是 两 个 非 空 集合 , € 是 9 到 8 的 一 个 映射 . 对 4'C Q', 定义 


£71(A) := {w € Q:é(w) € A')}, 


则 容易 验证 下 列 性 质 : 


(1)€ 
(2) €° 





(0) = 9, "(2)= 人 
"(4A)"] = [£7 A); 


(3) 对 任何 子 集 列 {4’}, E77 (U; 4') = U,é€-!1(4’). 


设 or ， 








则 由 上 述 性 














(Q, 多) 到 可 


果 6 (多 ') 





么 9 上 存在 唯 个 使 得 映射 {&、} 都 可 测 的 最 小 o- 代数 多 , 即 (i) 每 个 &、 是 可 





是 9 的 一 个 子 集 类 , 令 





-1(oz0) := {71(A): A'’e wy'), 
质 , 如 果 oY' 是 9 上 o- 代数 , E71(') 是 9 上 o- 代数 . 可 测 空间 
测 空 间 (9, 多) 的 映射 称 为 是 可 测 的 (或 明确 地 , 多 /多 和 -可 测 的 ), 如 
CY8. 设 { 人 :和 AEA}+ 是 QQ 到 9 的 映射 族 ,多 ' 是 9 上 的 o- 代数 , 那 

















测 映射 ; (i 











如 果 Q 上 另外 一 个 o- 代数 多 1 使 得 每 个 &、 都 可 测 , 那么 多 C 多 1. 事 


























实 上 , 不 难 验证 多 是 由 U SA (多 0) 所 生成 的 o- 代数 , 记 为 o({&、 :入 eA}). 
入 E 人 


设 人 是 








9, 多 ) 上 的 一 个 测度 , 则 可 测 映射 把 A 映 为 (9 多) 上 的 测度 


Act (或 记 为 8(1)): 


称 为 在 
下 面 介 
值 集 函 数 / 头 


























或 者 对 任何 4 € 多 ,1(4A) < +oo 或 者 对 任何 A € 多 ,1(4) > -co.) 称 


E(1)(A) := AGE (AD)), A'e 8'. 
下 的 像 测度 . 
绍 Hahn 分 解 和 Jordan 分 解 . 设 (Q, 多) 是 可 测 空 间 , 称 多 上 广义 实 
一 个 符号 测度 , 如 果 : (i) A(G)=0; (ij p 满足 可 列 可 加 性 (其 中 , 可 



































符号 测度 是 
如 果 其 任 个 


























有 限 的 , 如 果 对 任何 4 e 多 , |A(4)| < +co. 集 4e 罗 是 正 集 ( 负 集 )， 











AE 了 多 ,定义 141(A):= sup{1(B):BCA,BE 多 }, 1 := (一 1)1, 那么 1,A 都 





可 测 子 集 测度 非 负 ( 非 正 ). 以 下 习题 中 , 设 人 是 (Q, 多 ) 上 符号 测度 . 对 














引 理 1.1.2 ”定义 如 上 , 我 们 有 下 列 性 质 : 











(1) 正 集 的 可 列 并 是 正 集 ; 











(2) 4 是 正 集 当 且 仅 当 Ap (4) = 0; 是 负 集 当 且 仅 当 y+ (4) = 0; 




















(3) pt+， Ar- 有 单调 性 . 


证 明 留 作 习 题 . 下 面 是 Hahn 分 解 . 




















定理 1.1.3 (Hahn) 





证 明 不 妨 设 /不 取 到 +eo. 令 5 := sup{4(4) 
首先 验证 对 任何 < 5b, 存在 正 集 4E 有 使 得 (4) > k. 事实 上 


可 在 多 中 达到 . 



















































































让 














导 ,， 记 其 为 4; 如 果 不 是 , 那么 对 外 











uu(Bs) < -as. 这 样 继续 , 或 者 在 有 限 步 得 到 J 
B 的 不 相交 可 测 子 集 列 {2} 及 正 数列 {4} 


存在 互 € 多 使 得 五 是 正和 
的 Hahn 集 , 它 不 唯一 , 可 以 相差 一 个 零 测 集 . 
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py 
到 
en 
站 
ul 
济 
由 
7 
Nu 
TI 
局 
ES 
过 
并 
se 





: A € 多 }. 现在 我 们 验证 上 确 界 
































由 5 的 定义 , 存在 Be8 多 使 得 AnB)> 大 如 果 五 是 正 集 , 记 其 为 4; 如 果 不 是 ， 
那么 对 任何 0 < al < 1-(B), 存在 B11 CB 使 得 jw(B1) < -ai 如 果 B\ Bi 是 正 
F 何 0< as < HU (BAN\), 存在 已 ?CBN\E 使 得 
E 集 4, 这 时 显然 kw(4) >, 或 者 得 到 

















这 时 令 := U, E,,A:= B\E, 则 pj(E) < 0,4(A4)= 14(B)—-n(E)> 1(B)>%. 我 








们 来 验证 jy-(4) = 0. 用 反 证 法 , 假设 py-(4) > 0. 因 p-[B\(U" Bi)] > 1-(4), 























则 由 aj, 的 取 法 , 存在 入 > 0, 使 得 an > A， 因此 (EB) < 一 2 ,an co, 推出 











k<nu(B)= nu(4 





























HU 人 ( 百 ) = 一 co. 矛盾 . 这 样 证 明了 (4)=0. 


因此 , 可 取得 可 测 正 集 列 {4%}, 使 得 lm py(4n)=5, 令 瑟 := U4n, 则 五 是 





一 个 Hahn 集 . 


hl 
































另外 对 H° 的 任何 可 测 子 集 4, bz (HU 4) 


瑟 “ 是 负 和 级 





uy 

















1 此 , 我 们 得 到 Jordan 分 解 . 





定理 1.1.4 (Jordan) 设 五 是 Hahn 集 , 则 





了 实 上 , 万 显然 是 正 集 , 且 jy( 肪 ) > 0, 故 1( 囊 ) = b. 因此 b < 十 %， 

















三 5 十 (4), 推出 KW(4) < 0. 这 证 明了 
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(1) pt1(A) = 1(4NH), 1 (4)= -nu(4NH°),Ae 多 ,因此 jt+, 1” 是 测度 ， 











目 其 中 至 少 有 一 个 是 有 限 的 ; 


志 
































(2) 六 = AU ok 如 果 存 在 测度 pi,na 使 得 jy 二 pi 一 pj2) 则 pt & pi 





4 < kh2. 


1. 


2 


CR 


记 | 由:= pt 十 4, 它 称 为 是 的 全 变 差 测度 . |p|(9) 是 的 全 变 差 . 








习 题 
车 多 是 有 限 多 个 元 素 的 o 代数 , 那么 | 多 | 是 2 的 整数 早 . 
设 {多 nn} 是 0 上 子 集 类 的 递增 序列 , 证 明 : 如 果 所 有 多 ,, 是 代数 , 则 U 多 ;也 


是 代数 . 举例 说 明 即 使 所 有 多 。 是 o- 代数 , 它们 的 并 也 不 一 定 是 o- 代数 .如 
果 {多} 是 严格 递增 的 o- 代数 列 , 那么 U， 多， 一定 不 是 o- 代数 . 











. 证 明 : 多 (R) 是 可 列 生成 的 . 因此 及 上 存在 Lebesgue 可 测 集 不 是 Borel 可 

















测 的 ， 
9 的 子 集 列 {4A%}C 多 . 证 明 : 上 极限 集合 lim sup, An := NN, Us 4 是 
属于 无 益 多 4。 的 元 素 全 体 , 下 极限 集合 lim inf A := UU, 门 .A 是 属于 除 
有 限 多 外 全 体 4。 的 元 素 全 体 . 



































. 设 Go 是 Q 上 一 个 代数 ,由 是 多 o 上 有 限 可 加 集 函 数 且 Jj(Q) < +co. 证 明 : 如 


果 在 名 处 上 连续 , 则 /是 预测 度 . 





. 证明 : (1) 2*={4UN:AeZF,N Ee.N)}; 








(2) (Q， 多 4 ji) 是 一 个 完备 测度 空间 . (参见 定义 1.1.2 下 关于 完备 测度 空间 的 
论述 .) 














. 设 (Q, 多 ,4) 是 o- 有 限 测 度 空 间 , jy* 是 由 4 诱导 的 外 测度 , 对 A C9, 定义 











4 (4) := inf{1u(B):ACB,BE ZF)}, 


Lx(A) := sup{14(B):ADB,B Ee 2}, 


其 中 1 称 为 是 4 的 (由 jn 诱导 的 ) 内 测度 , 证 明 : 
(1) 4* 二 Ai 
(2) 记 YM 为 py*- 可 测 集 全 体 , 则 (9,.YM,p*) 是 (Q, 多 ,4) 的 完备 化 . 
(3) 如 果 py*(Q) < o0,; 则 4 eH 当 且 仅 当 yp*(4) = (4). 











11. 


1 2: 


3: 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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. (单调 类 定理 ) 设 0 是 一 非 空 集 





























类 称 为 是 单调 类 , 如 果 它 对 递增 (或 递 


减 ) 集 列 的 极限 封闭 . 证 明 : 若 oxy 是 代数 , 多 是 单调 类 , of C 多 , 则 go(w)C 2 多. 


























系 , 但 不 是 +- 类 . 
. 证 明 : 一 个 o- 代数 的 势 或 者 是 











限 运算 封闭 . 


设 Q 是 一 个 拓扑 空间 , x (Q) 与 多 (0) 分 别 是 Q 上 





最 小 o- 代数 与 Borel 代数 , 证 


(2) 如 果 Q 是 度量 空间 , 见 


设 Q 是 一 非 空 集 ， 
































证 明 : 子 集 类 w 是 Dynkin 系 当 


有 限 或 者 是 不 可 列 的 . 
































~ 





%f (() = 
个 子 集 类 4 称 为 是 半 环 , 如果 如 & 4, 且 对 任何 4,B e 4， 
有 ANnBeA 及 A\B 可 表 为 4 中 元 素 的 不 交 并 . 证 明 : 


明 : 


ZB(0). 


















































. 设 9 = {a,b,c,d}, 2 = {2,9,{a,b},{c,d),{a,d}), {5,c}}. 验证 xf 是 Dynkin 


仅 当 9 € YY 且 of 对 包含 差 及 递增 集 列 极 





使 得 所 有 连续 函数 可 测 的 


(1) 包含 半 环 4 的 最 小 环 是 4 中 元 素 的 有 限 不 交 并 全 体 ; 
(2) 设 凡 是 半 环 上 的 可 列 可 加 集 函 数 且 (名 )=0, 则 jy 可 唯一 地 延 拓 为 包含 4 


的 最 小 环 上 的 预测 度 . 





设 Q, Q' 是 两 个 非 空 集合 ,5 是 Q 到 9' 的 一 个 映射 , 设 vyY' 是 Q' 的 一 个 子 旬 








社 


下 各 


.证 明 : c 
入 是 [0,27] 





E (R, 多 


三 (mg = 三 :lc(o0)]. 
上 的 Lebesgue 测度 . 令 c:zmsnz， zel[0,2r. 写 出 入 在 é& 





上 的 像 涡 








设 / 是 (了 及, 有) 上 - 


I 度 . 





限 测 度 . 对 任何 ze 了 及, 定义 js(A):= jp(4A+z), A € 多 ， 











称 为 是 j 的 x- 平移 . 


Lebesgue 测度 的 常数 倍 . 问 如 果 / 仅 对 有 理 数 平移 不 变 , 结论 是 否 成 立 ? 





























设 入 是 ([0,1], 多 [0,1]) 上 Lebesgue 测度 , P 了 是 - 





上 概率 测度 , 如 果 对 人 


证 明 : 如 果 j 平移 不 变 , 即 对 任何 z, pz = 4, 则 是 


E 何 








1 1 


五 


设 jw,v 是 可 测 空间 (9 ,多 ) 上 有 限 测 度 . 证 明 : 
(1) 存在 De 多 ,使 得 1p :过 1p :71po 11pe Di 
(2) 存在 唯一 的 测度 , 记 为 jh 入 v, 使 得 : (a)jy 入 v < 


则 kjyAv. 








Kv; (b) 如 果 有 测度 < jy,vw， 
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19. 


20. 


21. 


22. 


分 析 


Qi …: 


如 不 计 次 序 , 此 表达 式 是 唯一 的 . 这 时 我 们 定义 


设 是 [0,1] 上 Radon 测度 . 证 明 : 
GD Cl0,4] 在 L2(p) 中 简 ; 





(2) 形 如 aolro} 十 2 il oti) 0=to<t < ,tn, do0Q1,' anE RR, 


n 之 1 的 函数 在 L? 


设 {6&1:iET} 是 Q 上 站 


(Vitali-Hahn-Saks) 


(1) 中 秽 . 








设 (QQ, 多 ) 是 可 测 空间 ， 


A e 多 ,P(A) 收敛 , 记 极 限 为 P(A), 那么 














Bi E 多 是 一 个 单调 下 降 趋 于 空 集 的 集 列 , 那么 sup P, (Bk) | 0. 














的 一 族 函 数 ,多 := ol({&; : iE 了 了), 证明: 如 果 A & 多 ， 
那么 存在 了 的 一 个 可 列子 集 了 使 得 A € o({&; :ie J}). 











P,, 是 其 上 概率 测度 列 , 如 果 对 任何 
P 也 是 一 个 概率 测度 . 另外 , 如 果 











可 测 空 间 (9, 多 ) 上 测度 称 为 s- 有 限 , 如 果 它 可 以 表示 为 可 数 多 有 限 测度 的 和 . 
证 明 : o- 有 限 测 度 是 s- 有 限 的 . 举例 说 明 s- 有 限 测度 不 一 定 是 c- 有 限 测 度 . 


在 本 节 , 设 (Q 多 ,1 








,an € 及 , 使 得 











81.2 可 测 函 数 与 积分 





4) 是 给 定 的 测度 空间 , (BR, 多 ) 是 广义 实 值 可 测 空间 (参考 实 








f(w2) = > oilt-ol(o) 
WL 

















ph 的 定义 ). (0, 多 ) 上 的 可 测 函 数 是 指 (Q, 多 ) 到 (R, 多 ) 的 可 测 映射 Q 上 的 
-个 可 测 函 数 f 称 为 是 简单 的 , 如 果 f 仪 取 有 





限 多 个 值 , 即 存 在 互 不 相同 的 常数 


; WERQN. 


ey 


二 一 工 














注意 我 们 总 是 约定 0.coe = 0. 用 S+ 表示 Q 上 的 非 负 简单 函数 全 体 . 不 难 验证 , 映 


射 凡 :S+ 一 及 + 是 单调 





























的 且 线 性 的 . 对 Q 上 的 有 有 

















几 


f):= sup{14(g):0< 9 < 


称 为 是 了 关于 4 的 积分 . 


FE 意 非 负 可 测 函 数 f, 定义 


f,g€ St}, 
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定义 1.2.1 设 f 是 QQ 上 可 测 函 数 , 记 f1,f- 分 别 是 f 的 正 部 和 负 部 , 当 jy(f1)， 

K(f ) 两 者 至 少 有 一 个 是 有 限时 , 称 f 关于 的 积分 存在 , 且 记 f 关于 4 的 积分 为 

Ah :二 4?T) 一 J(f); 而 当 jp(f7),p(f-) 两 者 都 有 限时 , 称 f 关 于 是 可 积 世 
显然 , 改变 可 测 函 数 f 在 一 个 u- 零 测 集 上 的 值 不 改变 积分 的 值 , 另外 如 果 7 


非 负 且 在 一 个 jy- 正 测 度 集 上 等 于 +co, 则 jy(f) = 二 oo. 关于 积分 , 其 他 常用 的 记号 



















































































还 有 /fw)p(dw), 人 Ja JP (my 等 . 另外 在 可 测 集 4 e 多 上 的 积分 定义 





为 4(f14), 常 写 为 fi fdyx. 在 Euclid 空间 上 可 测 函 数 关 于 Lebesgue 测度 的 积分 称 








为 是 Lebesgue 积分 , 一 个 可 测 函 数 如 果 同 时 Riemann 可 积 并 Lebesgue 可 积 , 则 两 




















个 积分 相等 . Lebesgue 积分 通常 认为 是 Riemann 积分 的 推广 , 但 在 严格 的 意义 下 ， 














并 非 如 此 , 例如 : 





Sin 2 


例 1.2.1 考虑 函数 f(z) = ,XER. 设 入 是 R 上 Lebesgue 测度 , 则 和 (f+)= 
x 





A(f-)== 十 0o, 故 f 的 Lebesgue 积分 不 存在 , 而 f 是 Riemann 可 积 的 , 是 


t% sin 7 
dz =7. 


一 :5 





























从 定义 直接 可 以 推出 的 性 质 是 积分 的 单调 性 : 即 如 果 广 < fo 是 非 负 可 测 函 数 ， 
那么 jp( 扩 ) < p(f2). 下 面 所 谓 的 单调 收敛 定理 是 积分 理论 中 最 基本 的 也 是 最 重要 的 










































































定理 1.2.1 设 {f} 是 一 个 递增 收敛 于 了 的 非 负 可 测 函 数 序列 , 则 
4(f) =T lim p(fn), 


这 里 1 lim 表示 极限 是 一 个 递增 极限 . 



































证 明 单调 性 , {4(fn)} 是 一 个 单调 增加 的 数列 ， 





4(f) > lim nL(fn). 


反之 , 任 取 一 个 被 f 控制 的 非 负 简单 函数 g 及 0< 和 入 <1, 令 4:={ 记 > 和 9} 因 
为 在 {f > 0} 上 ,有 f>Ag, 故 4A, 19Q. 








16 随机 过 程 基础 








Lfn) 2 4(fnl1a,) > Mu(g1a,). 


因 9 是 简单 的 , 故 


最 后 的 

















lim p(fn) > lim AH(914。) = AH(9)， 




















等 号 利用 在 ST 上 的 线性 性 及 下 连续 性 . 





团 
> 
并 
[sy 
误 
到 
压 


























lim p(fn) > p(9)- 

















1 4(f) 的 定义 推出 lim (fa) > 4(f). 完成 了 证 明 . 








一 个 零 测 集 外 成 立 的 性 质 称 为 几乎 处 处 成 立 . 比如 , 测度 空间 (9, 多 ， 


函数 fi 与 fo 称 为 几乎 处 处 相等 , 是 指 它们 在 一 个 j- 零 测 
在 上 下 文明 确 时 , 简写 为 fi = fs a.e. 或 及 = fo. 上 面 定理 的 单调 性 可 以 用 
处 单调 代替 . 另外 , 任何 非 负 可 测 函 数 f 都 可 以 表示 为 一 个 单调 上 升 的 非 负 


1- 8.e. 
几乎 处 
简单 可 






































测 函 数 序列 的 极限 , 如 








n2"™ | 
f = lim ( Dn 1fs5<y< hy} | y 


2 2 


















































验证 对 















































次 于 






























































上 
“LU 








f+9)= 4(f) + rn(9). 


> 











读者 可 
于 积分 
定理 1 
且 仪 当 


证 明 


$8 &€ St 成 立 , 然后 运用 单调 收敛 定理 , 对 非 负 可 测 函 数 成 立 . 因而 公式 对 









































的 变量 替换 公式 














.2.2 设 了 是 可 测 函 数 ,9 是 R 上 Borel 可 测 函 数 , 则 加 在 pop 下 





Pn 


gof 在 多 下 可 积 , 且 这 时 有 


























HU(goj) = pof (的 . 


公式 显然 对 $8 = 14，A &€ 多 成 立 , 因为 这 就 是 像 测 度 的 定义 . 因 




















如) 上 可 测 


集 外 相等 ， 记 为 fi = f2， 

















单调 收敛 定理 可 以 推出 其 积分 是 非 负 简单 可 测 函 数 序列 的 积分 的 单调 上 升 极 
而 积分 的 性 质 通常 只 需 对 非 负 简 单 可 测 函 数 验证 . 比如 用 单调 收敛 定理 容易 
任何 非 负 可 测 函 数 f,g 及 (f 十 g) = 4(f) +A(9). 然后 , 如 果 f,g 可 积 , 那 
9 也 可 积 且 因为 (ff 十 g)+ 十 f- 二 g =(f+g 十 f+ 十 gt, 故 由 可 积 性 与 积 
分 定义 推 











行 验证 其 单调 性 与 其 他 一 些 简 单 性 质 . 利用 这 个 思想 也 容易 证 明 下 面 的 关 




















此 公式 对 




















| 使 公式 两 
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边 积 分 存在 的 $ 成 立 . 
下 面 我 们 将 介绍 的 Fatou 引 理 和 Lebesgue 控制 收敛 定理 是 分 析 中 最 重要 的 工 


{之 一 . 先 介 绍 Fatou 引 理 . 
























































定理 1.2.3 (Fatou)” 设 {f%} 是非 负 可 测 函 数 序列 , 则 
AUimn inf f%) < lim inf py( fn). 


证 明 令 9 := infiyzn fx; 则 {9%} 是 一 个 单调 增加 的 非 负 可 测 函 数 序列 且 g, < ， 
. 调 收敛 定理 ， 











日 


























et 


nu(lim inf f;) = nl(lim gn,) = lim (gn,) = lim inf jy(g9n,) & lim inf y(f,). 














例 1.2.2 设 入 是 [0,1] 上 Lebesgue 测度 . 定义 


fon_1 » lo,2), fon “= 1(2,1]) Nn 之 ls 


1 
则 lim inf f, = 0, 而 lim inf 和 A(fi,) = 村 | 




















下 面 是 Lebesgue 控制 收敛 定理 . 








定理 1.2.4 (Lebesgue) 设 {f%} 是 QQ 上 的 可 测 函 数 序列 , 如 果 对 任何 we Q， 

















{fn(w)} 收敛 且 存 在 一 个 关于 /可 积 的 可 测 函 数 9 满足 |f%| < 9 则 Alim f,) = 





ee 
证 明 记 f:= lim, fn. 因为 {g 一 扬 } 与 {9 十 有} 都 是 非 负 可 测 函 数 序列 , 利用 
Fatou 引 理 ， 





nu(g+f)= nlliminf(g + fn)] < liminf yp(g+ fn) = 1(9) + lim inf py(fn). 























因 9 可 积 , 故而 jy(f) < liminfy( 所 )， 同 理 对 {fg 一 f} 用 Fatou 引 理 ， 有 
lim sup 4(fn) < k(f), 由 此 得 pj(f) = lim py(fn). 
自然 数 集 上 有 一 个 计数 测度 , 一 个 数列 a = (an) 自然 地 看 成 为 自然 数 集 上 的 函 
数 , 那么 a 关于 计数 测度 的 积分 就 是 级 数 2 an, 因此 Lebesgue 控制 收敛 定理 经 常 


nz 之 1 













































































于 级 数 的 求 和 与 极限 交换 的 问题 . 
推论 1.2.1 设 {asm} 是 一 个 两 指标 的 数列 . 如 果 






















































































18 随机 过 程 基础 

(1) 对 任何 了， lim m Qn,m 存在 ; 

(2) 存在 数列 {5;} 使 得 2 bu 收敛 且 对 任何 mm, |aym| < bb,. 
则 

lim Qn,m = > lim an m . 

在 有 限 测 度 空间 特别 是 在 概率 空间 上 , 有 界 可 测 函 数 总 是 可 积 的 , 因而 我 们 有 
下 面 的 有 界 收敛 定理 . 
推论 1.2.2 ” 设 (0, 多 ,1) 是 一 个 有 限 测 度 空 间 , {有 } 是 9 上 的 可 测 函 数 序 
































列 , 如 果 对 任何 w e Q, {fi(w)} 收敛 且 存 在 


A(lim fn) = lim 4(fn). 











不 


EE 口 


满足 ， 结 





个 常数 M 使 得 | 户 | < M， 则 


i 论 未 必 成 立 . 





例 1.2.3 ”此 例 说 明 Lebesgue 控制 收敛 定理 中 的 条 件 如 
设 入 是 [0,1] 上 Lebesgue 测度 , 定义 fi := nn: 1(0,11) 则 大 点 点 收敛 于 函数 0, 但 
A(fn] 慎 等 于 1. 








实际 上 , 在 后 面 引 入 几乎 处 处 收敛 的 概念 后 , Lebesgue 控 人 


我 们 讨论 测度 的 绝对 连续 


























敛 定理 中 的 处 处 收敛 的 条 件 可 
和 Radon-Nikodym 导数 . 

(Q, 多) 上 测度 , 上 是 非 负 可 测 函 
,多 ) 上 测 vv 为 fh4. 对 AeF 
任 给 两 个 测度 j,v, 如 果 存 在 一 个 可 测 函 数 





几乎 处 处 收 敏 代替 . 下 本 


























设 / 是 可 测 空间 
Ae 多 . 则 v 也 是 (Q 
在 A 上 的 限制 . 








ae 
虑 ， 志 




















说 > 关于 内 是 (Radon-Nikodym) 可 导 的 , 并 称 f 是 v 关于 

















, 测 
f, 
凡 











央 收 敛 定理 和 有 界 收 








数 ， 定义 v(A) :一 nl(f Fk 14)， 


Es 





及 la:k 实际 上 是 H 


使 得 > = 了. 那么 
的 Radon-Nikodym 














人 
导数 ， 常 写 为 另外 称 v 关于 及 绝对 连续 ,如 果 4 
多 


2- ) 


多 








nu(4) = 0 蕴含 着 





v(A) = 0. 记 为 v 之 kh. 显然 如 果 v 关于 是 Radon-Nikodym 可 导 的 , 则 z < 


la) 


但 一 般 地 反之 不 对 , 如 奇异 测度 与 计数 测度 . 但 大 jy 





o- 有 限时 , 逆 命 








全 





定理 1.2.5 (Radon-Nikodym) 























XW- 几乎 处 处 相等 的 意义 下 是 唯 
有 


的 . 





证 明 


令 














设 1 7 是 可 测 空 间 (0 ,多 ) 上 两 个 o- 
度 . 如 果 v 之 4, 则 vv 关于 可 导 , 其 Radon-Nikodym 导数 1- 几乎 处 处 有 限 且 在 





题 成 立 . 


了 限 的 测 




















E 这 里 , 让 我 们 仅 证 明 Radon-Nikodym 导数 存在 . 不 妨 设 v, jw 是 有 限 测 上 度 ， 
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5 和 2 := 人 { 关 0: 关于 多 可 测 且 hp < v)}, 








:= sup{4(h) :he€ CC}. 我 们 先 证 明 . 知 对 运算 V 封闭 . 
记 h :二 hi V hs,, 则 


上 册 | 





EE 实 上 , 取 hi,ho€ NX， 


h “HH 二 hl{n, <hs} “HH 法 Th ho】 “HH 


hzltn, <ns} “H+ hiltn, >ns} “KH 


人 


TU Sha 2 十 Taa>ha 一 2 





因此 jie: 敌 . 因此 可 以 取 递 增 函 数列 {hi,} C ,使 得 b= limA(pn)， 令 
09:=1lim7P, 则 由 单调 收敛 定理 有 1(g)=b 有 是 ge. 
现在 我 们 将 证 明 > = gh， 定义 入 :=v-g:h， 因为 ge 故 和 是 一 个 

































































有 限 测度 . 对 任何 n > 1, 由 Hahn 分 解 , 存在 D, €& 多 , 使 得 1p, :入 <1p,:—h 
nN 





1 1 , a . 
及 1p: :入 > 1p。 :一 4. 推出 g++ 一 lp。€ 和 .而 9 的 最 大 性 部 含 着 W(D2) = 0. 
Nn nN 

















令 DD:= 门 , Dn, 则 jy(D°) = 0, 由 绝对 连续 性 得 和 (D°) = 0. 另 一 方面 , 对 任何 mw， 


























A(D) < 和 (Dw) < 4(Dw) < 二 A(0), 因此 有 AD) = 0 


























在 本 节 最 后 我 们 介绍 乘积 测度 空间 与 Fubini 定理 . 
设 (Q1, F1, 11) 和 (Q2, F2, 12) 是 两 个 o- 有 限 测 度 空间 ， 记 





9G1@YG := {A x A,: Al € Fi, A, € 多 
则 F1 @ F, 是 乘积 空间 Q1 x Qs 上 的 一 个 TA- 类 . 令 多 x 多， :二 (GZ 多,), 称 
为 是 乘积 o- 代数 . 对 任意 Q@ C Qi1 x 92 和 wi Ee 9Q1, 用 Q*”! 表示 8 在 Qs 上 的 wi- 
截面 , 即 






































QQ: := {w2 € Qo: (wi1,w2) € Q}. 























同 理 对 wz E Qo, 用 Q。, 表示 8 在 Qi1 上 的 w2- 截面 . 容易 验证 , 如 果 wi € 41i, 则 
(Ai XxX 4a)”: 一 A,, 否则 (Ai x 4a)”: = 作 ， 








引 理 1.2.1 设 Q@e 罗 li xy 罗 ， 则 
(1) 对 wi € Qi1, ez 对 w € fo, Qs,, € Fl. 


(2) wi (es K2(Q*!) 是 Qi 上 可 测 函 数 ， 同样 WD HK1(Qw,) 是 02 上 的 可 测 函 数 . 
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证 明 (1) 令 


2 :一 {A4CQi x Qs,: A”“! € 多,}. 








容易 验证 x 


是 
(2) 同样 令 








Q1 x Q，。 上 的 o- 代数 , 且 ff D F918 多 ,, 因此 7 DF1 x F,. 














Af Te {A4CQI x 0 Co ea LL2(A”!) 是 0Q1 上 可 测 函 数 }. 





容易 验证 对 任何 41 € F1, A» 会 多,， 有 Ha((41 x A2)"!) = 12(A2) S 1a, (wi1), 故 





2 了 多 了 多,. 另外 不 难 验证 of 是 一 个 和 - 类 , 但 是 多 1 @ 多 是- 类, 由 Dynkin 








的 和 -IT 方法 知 LV Do(F1 SF,)= F1 Xx F,. 








对 wi el 定义 Tei(ws) = (wi,w2); ws es, 类似 地 定义 下, : 91 一 0 x 9. 
显然 (Th)-1L(Q@) = QQ@esnix0n 上 述 引 理 中 (1) 等 价 于 说 T%1,T,, 是 可 
测 映射 . 故 对 任何 Qi x 9 上 可 测 函 数 访 固定 wi, fo) = fo7T%! 是 0。 上 可 测 
再 由 引 理 中 (2), 我 们 将 定义 





























Hi x Hz(@) := / WH2(Q Hi(dw1), Q € F1 x F,. 


“Qi 





容易 验证 HL1 X NA2 是 (Q1 义 Qs, Fl 义 了 多,) 上 测度 . 而 且 因 HL1 2 是 0O- 有 限 的 ， 故 
Hi x Ha 也 是 o- 有 限 的 . 另 一 方面 ,对 A1 € .多 ,4 € 多， 














H1 X Ha(41 x 4a)=HA41) .Hz(4a) = 人 Hi((A1 x A2), )H2 (dw2). 


02 
































因 Fl © 多 2 是 T- 类 ， 扩张 性 定理 部 含 着 对 任何 Q € .多 1 x 2,, | 


Hi X 12(Q) -| KH2(Q™ ) Hi (dw -| Hi1(Q6s)H2 (dw2). (1.2.1) 


Qi Q2 











任 取 Qi x Q。 上 非 负 可 测 函 数 f, 当 了 是 简单 的 时 , 由 积分 的 线性 性 质 ， 




















wi1 -|/ f (Ww1,w2)H2 (dw2) 
Qs 




















是 可 测 函 数 , 而 一 般 的 非 负 可 测 函 数 是 非 负 简单 函数 的 递增 极限 , 由 单调 收敛 定理 ， 
上 面 的 函数 当 f 是 一 般 非 负 可 测 函 数 时 是 Qi 上 可 测 函 数 . 同样 如 果 f 是 简单 的 ， 
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那么 由 公式 (1.2.1) 及 积分 的 线性 性 质 , : 


) mamxm= 上 人 Pto 上 Tonoamatdo) 
(1.2.2) 








区 


2 ao) flor ws)pa ldo), 


看 的 公式 对 一 般 非 负 可 测 函 数 f 成 立 . 


三 


1X QR2 


i 
tp 
地 



































类 似 地 , 单调 收敛 定理 推 H 


ee 


再 考虑 可 积 的 f. 这 时 对 


小 map / 广 (wiwa)us(dws) -| 
Qi1 Da> Di 
wi 有 请 (winws)ua(dws) 是 关于 Ja 几乎 处 处 有 限 并 是 可 积 前 














公式 (1.2.2)， 























它 的 正 部 分 广 应 用 




















fidpu x Ha < 十 co. 











对 此 , 不 难看 上 
从 而 














CI1 PP jwiwa)Ha(dw2) 


一 十 1 d 二 > 
| (WwW1,w2)H2 (dw2) fi 
也 是 关于 Hi 几乎 处 处 有 定义 ( 取 实 值 ) 并 是 可 积 的 . ] 上面 非 负 函 数 的 公式 





















































(1.2.2), 简略 地 写 , 有 
/ fa x pa= Fran x pa Fan x 
Qix Qs 


= J am /ra — fan f am 
ee 
三 fan | fan 


同 理 可 证 明 男 一 个 等 式 
这 样 我 们 实际 上 已 经 
定理 1.2.6 (Fubini) 设 (Qi1, 1pn) 和 (92, 2,12) 是 两 个 o- 有 限 测度 空间 , J 
积分 等 


是 (Q1 x Q2, 多 1 x 多 >?) 上 的 可 测 函 数 . 如 果 fF 是非 负 的 或 者 可 积 的 , 则 二 习 





证 明了 Fubini 的 积分 序 交 换 公 式 . 
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于 累 次 积分 


/ fdp1 x Na -| (aw) / f (wi1,w2) 2 (dw2) 
Qi Qs2 


Qi1x Qs 


2 


aon) f pC 














例 1.2.4 让 我 们 用 Fubini 定理 计算 著名 的 积分 











”=-/ cz ev dy 
R R 
一 /aay= 1/ ee +)dzdoy， 
了 及 .2 


中 dzdy 是 R? 上 Lebesgue 测度 . 令 x =7cos0,y =7sin0, 则 














r -2r | r.e-" dr=7. 
0 


| 
例 1.2.5 Fubini 定理 条 件 中 的 o- 有 限 性 是 必需 的 . 设 工 = [0,1], yi,k2 分 别 是 工 























上 的 Lebesgue 测度 与 计数 测度 . 令 





f(z,y) := lz=y}, Ty ET. 











那么 容易 计算 
f an f fan =1, 而 fan f tam =0. 
I 5 

因此 Fubini 定理 不 成 立 , 原因 是 计数 测度 不 是 o- 有 限 的 . | 


习 题 





1. 设 6 是 9 上 的 一 个 函数 族 . 令 o( 和 2) := ol({f-1(B):Be ,fe HW)). 证 
明 : cc( 知 ) 是 9 上 使 得 .六 中 函数 成 为 可 测 的 最 小 o- 代数 , 即 满 足 : 
(1) : 知 中 的 函数 是 o( 色 )- 可 测 的 ; 








| 





己 
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2) 如 果 多 是 Q 上 o- 代数 , 且 .wp 中 的 函数 是 多 - 可 测 的 , 则 多 D (5 和) 














函数 的 单调 类 定理 ) 设 Q 是 一 非 空 集 , gf 是 Q 上 一 x- 类 , 是 0 上 一 些 实 
值 函数 构成 的 线性 空间 . 证 明 : 如 果 满 足 : 

1) 1E 和; 

(2) 若 { 记 CC: 知 ,0 莹 访 1 且 六 有 限 , 则 六 .和 2; 

3) 对 任何 4eo 有 146E :和 ， 















































则 . 知 包含 Q 上 的 o(.9)- 可 测 的 实 值 函数 . 

. 设 &6n 是 9 上 两 可 测 函 数 , 则 & 关于 c(7) 可 测 当 且 仅 当 存 在 及 上 Borel 可 

测 函 数 f 使 得 < = fon. 

. 设 jv 是 (0, 多 ) 上 两 个 测度 , 称 它们 互相 奇异 ( 记 为 jy 上 v), 如 果 存 在 NE 多 
使 得 1(N) = 0, v(N°) = 0. 证 明 : (Lebesgue 分 解 ) 当 1,v 是 有 限 测度 时 , 存 

在 非 负 可 测 函 数 9 使 得 v 一 g .x 是 测度 且 与 1 互相 奇异 . 


. 设 4,v 是 (0, 多 ) 上 两 个 有 限 测度 , 令 入 := 人/ 十 2. 证 明 : 




































































(1) 存在 0< g < 1 a.e. 入 使 得 





fra = to f e L’(\); 


(2) 令 4:={0<g<1},B= {9g=1}. 定义 v, := 1 2 va := 14.v. 则 








vs Lk,Vao hE VvV= V+ Va; 

(3) 利用 上 面 的 结论 直接 证 明 : 存在 he Li(n) 使 得 vs。 二 hy. 

. 一 个 概率 测度 空间 (0, 多,P) 称 为 是 非 原子 的 , 如 果 对 任何 P(4) > 0, 存在 
BC A 使 得 0<P(B) <P(4). (自然 4,B € 多 .) 证 明 : 



































(1) Lebesgue 测度 是 非 原子 的 ; 

(2) 如 果 以 上 概率 空间 是 非 原子 的 , 那么 对 任何 P(A4) > 0, e > 0, 存在 BC 4， 
使 得 0 < 了 P(B) < e; 
(3) 如 果 以 上 概率 空间 是 非 原子 的 , 那么 对 任何 0 < z < 了 P(4), 存在 BC 4, 使 
得 P(B) = zx. 





















































上 的 一 些 实 值 函数 组 成 的 线性 空间 . 知 称 为 是 一 个 向 量 格 , 如 果 fe 6 缠 含 
|fl,1 和 人 fe 冯 . 如 果 工 是 向 量 格 . 知 上 的 正 线 性 泛 函 且 满足 {f}CH%,f,140 
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蕴含 着 7( 记 ) 10, 称 了 是 . 知 上 的 Daniell 积分 .证 明 : 如 果 (909, 多 ,1) 是 测度 
空间 , 则 简单 函数 全 体 牧 与 各 = L1(Q, 多 ,1) 是 向 量 格 , 且 TU() := 1A() 分 
别 是 . 知 ,， .各 上 的 Daniell 积 

8. 设 . 知 是 OO 上 向 量 格 , 了 是 . 知 上 Daniell 积分 . 令 G0 是 0 的 满足 条 件 : 存在 非 
负 {fn} 和 6 使 得 fi, ?14, 的 子 集 4 全 体 .定义 pj*(4) := lim, I(f,), 4 € 0， 
其 中 { 户 } 如 上 ;1*(B) := inf{fjy*(4):Ae ZF0,4DB},BCQ. 证明: 
(Daniell-Stone) (1) o(.F0) = o(%): 
(2) u*” 是 9 上 外 测度 ; 
(3) 用 .HM 表示 1*- 可 测 子 集 全 体 , 则 .HM D Fo. 因此 , 存在 (Q,o( 多 0)) 上 的 测 
度 / 使 得 对 任何 f € 0, 1(f) = I(f). 
9. 设 jv,v 是 (Q, 多 ) 上 两 个 测度 , v 是 有 限 的 . 证 明 : v 之 pj 当 且 仅 当 对 任何 

e > 0, 存在 5 > 0, 使 得 (4) < 6 强 伟 着 v(A) < 6e. 

10. 证 明 : 如 果 jy 是 c- 有 限 的 ， 则 存在 非 负 可 积 函 数 f 使 得 f . yu 是 一 个 概率 
测度 . 

11. 设 可 测 f 关于 o- 有 限 测度 / 的 积分 存在 , 令 v := fh. 证 明 : v 是 一 个 符号 
测度 , 且 |z| = |f| 4. 

12. 设 8 = {1,2,…,n}, 多 是 其 全 体 子 集 , v({k}) = ap， 4({k}) = br,k>1. 
(1) 给 出 v 之 的 充 要 条 件 ; 
(2) 如 果 v 之 po, 计算 

13. 设 (X, 名 ,1) = (到 多 ,7) 是 Lebesgue 测度 空间 (R, 多 ,入 ) 的 完备 化 . 请 说 明 
(和 xz 和 x 约 ,xz) 不 是 完备 的 . 

14. 验证 人 在 {(z,9) :|z| < 4]y| < 1} 上 (考虑 Lebesgue 测度 的 乘积 ) 二 
重 积 分 不 存在 , 而 它 的 两 个 累 次 积分 存在 并 相等 . 

15. 计算 Riemann 积分 


= 
S1D 





81.3 随机 变量 


一 个 三 元 


AS 


定义 1.3.1 
是 9 上 的 o- 代数 
牛 域 ， 多 中 

















是 (Q, 多 








F 
全 


电 


间 ,， .多 为 导 


FP- 





们 
名 为 
质 在 9 








事 








耳 


事件 9 


分 从 





称 为 
f 件 之 外 成 立 ， 





) 


此 








性 





卫 ) 称 为 是 一 
多 ) 上 的 一 个 概率 测度 . 这 时 候 , 也 称 Q ; 
EF, 而 了 是 概率 . 


Ee 
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与 分 布 


个 概率 空间 , 如 果 9 是 


三 
个 








不 可 能 事件 , 如 个 QQ 








一 个 非 空 
是 样 








上 的 性 





质 在 一 个 











上 几乎 处 处 成 立 ,， 或 说 大 
































例 1.3.1 (古典 等 概率 模型 ) 
Q 上 的 一 个 平凡 o- 代数 , 对 A CQ, 定义 


设 0 是 一 














口 


长 示 9 上 的 计数 测度 . 显 





Pp #3 
例 1.3.2 (几何 等 概率 模型 
在 一 个 线段 上 随机 地 任 取 一 个 
含 着 指 每 个 点 取 到 的 可 能 
元 素 的 集合 , 故而 等 可 能 性 

我 们 可 以 用 Lebesgue 测 
在 一 个 给 定 线段 上 随机 地 











y 














,或 
样 











王 . 


性 是 











的 , 但 



































个 有 限 非 空 集 


然 " (人 0 演 计 
等 可 能 


者 在 一 


不 能 如 古典 情形 那样 用 
度 的 概念 严格 地 给 
取 一 个 点 沙 在 区 间 I 


以 概率 1 成 立 . 








个 概率 空间 . 
似 的 是 几何 等 可 能 
I 随机 地 取 一 


是 一 
:类 





性 


个 








万 
贝 





四 





合 , 多 是 上 0 的 子 


FA AS By 
个 点 等 等 这 自 


my 日 
已 不 








集 全 


体 


性 . 比如 我 们 说 
然 隐 











这 时 可 能 的 结果 
数 元 素 的 个 数 来 


台 已 














是 所 有 点 4 


全 个 无 限 


全 


二 


者 述 




















出 等 可 


用 











日 
下 


位 置 无 关 . 也 就 是 说 概率 应 该 
给 定 一 个 有 界 区 域 fC RY4, 在 
可 测 ) 子 集 D 中 的 概率 等 于 ; 

的 概率 我 们 称 为 是 区 域 Q 上 
首先 让 我 们 考虑 Euclid 邹 




















给 定 
































的 均匀 分 布 . 
空间 ， 





空间 














区 间 的 长 度 |I 
区 域 上 随机 地 任 
Lebesgue 测度 |D| 








与 整个 线段 的 长 度 


取 一 个 点 , 那么 这 个 











R"”, 多") 上 的 一 个 概率 测 








布 简称 为 分 布 . 怎 检 





体 构造 R” 上 的 分 布 呢 ? 











维 分 布 . 一 个 1 维 分 
布 函数 的 概念 ， 


设 a = 





an),b = (b1,*…- , bn 


(al ， 


设 下 


ER", 说 a< 


是 R” 上 的 一 个 函数 , 对 a,be R", 令 


性 的 含义 
与 区 间 的 长 度 有 关 , 而 


与 整个 区 域 的 测度 |9| 的 比 . 这 样 


b 是 指 al 和 0 


先 我 们 灸 


与 


的 比 . 类 似 地 ， 
点 落 在 (Lebesgue 


0 道 
































9| 








度 称 为 是 一 个 
让 我 们 先 引 入 分 


Nn- 
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人 A。 sb. F (v1 ,Tk Wi) 
:= F(x1,: ) D Ee Qk) 0 


AvF :一 人 wb (A 人 (Au 三 ) 5 


例如 , n= 1 时, Am 下 = FF(b1) 一 了 F(a1);n==2 时 ， 


(b1,b2) 


(a1,42) 


:= F (bi1,b2) Er F(bi,a2) a F(a1, b2) 十 F(ai, a2). 
定义 1.3.2 ”了 Rn” 上 的 函数 已 称 为 是 分 布 函数 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 ; 
(1) 对 任意 be R" 且 ag<b, 则 A?F>0; 


(2) fF 对 于 每 一 个 分 量 是 右 连 续 的 ; 


(3) 对 每 个 0<k<n,limz,,_w F(xi,... ,rn) = 0, 


























lim F(T1,:.* ,Tn) = 
Z1 一 十 co，…Znm 一 十 oo 

















R 上 的 函数 已 是 分 布 函数 当 且 仅 当 已 是 递增 右 连 续 且 


























lim F(x)=0, lim F(z)=1. 


I—00 T= 十 0c0 
如 果 4 是 R” 上 的 一 个 分 布 , 定义 函数 


下 (Z1 2n) := KH((—00,721] Xx .x (—00, zn)). 








不 难 验 证 pj((a,9]) = A2F, 其 中 ape R",a<b 有 有 (a0:= (a bi] x x (an,bal, 
故而 容易 验证 是 R” 上 的 分 布 函数 . 下 面 的 定理 说 明 逆 命题 也 成 立 , 因此 及 ”上 
的 分 布 全 体 与 分 布 函 数 全体 是 一 一 对 应 的 . 
定理 1.3.1 设 F 是 R" 上 的 分 布 函数 , 则 在 R* 上 存在 唯一 的 分 布 yu, 使 对 任意 
zxER", 有 






























































下 (zl1 Tn) 三 Acoo zi] xx( 一 coyzn]). 


证 明 ”不妨 设 n=1, 对 一 00 <a<5<+o0, 定义 na) := 下 (一 下 (ao), 那么 
由 可 以 自然 地 延 拓 到 形 如 (a 引 区 间 的 有 限 不 交 并 组 成 的 集 类 多 。 上 . 显然 多 。 是 
一 个 环 . 因此 由 Carathéodory 扩张 定理 , 我 们 只 需 验 证 /是 .Go 上 的 预测 度 . 

凡 在 .多 o 上 的 有 限 可 加 性 是 显然 的 , 因此 只 需 验 证 其 次 可 列 可 加 性 , 设 有 区 间 
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列 {(ai,0i] :i 之 1} 使 得 (w 昌 CU2 (ai,5. 对 任何 e > 0, 由 下 的 右 连 续 性 , 对 任 























何 i, 存在 6; > 0 使 FT0) 一 下 (0) < 37 及 65>0 使 得 F(a+6)— F(a)<e. 而 








[a + 6,5] C Ui(ai,0i 十 6i), 由 有 限 覆 六 定理 , 存在 有 限 整数 集 了 使 得 



































(a+ 6b Clato,d Cb + 6) CC) (0 +6]. 


i€ET i€I 





由 有 限 可 加 性 , F(5) 一 F(a++6) < Fl0i 十 5) 一 (ai), 因此 


外 





(ab) -ee < Dyna,b) + 


i 











推出 的 次 可 列 可 加 性 . 
最 后 , 我 们 还 需要 验证 得 到 的 Carathkodory 扩张 是 个 概率 测度 , 事实 上 , 由 下 
连续 性 4(R) = limn (一 n,n]) = limnIF(n) 一 了 (--n)] = 1. 完成 证 明 . 


需要 时 , 我 们 用 以 , 表示 分 布 人 4 对 应 的 分 布 函数 , 用 jn 表示 分 布 函 数 FR 对 应 


































































































一 般 地 , 概率 空间 通常 是 在 抽象 的 集合 上 定义 , 不 便 运 算 . 因此 在 许多 情况 下 ， 
我 们 引入 随机 变量 , 将 概率 投射 到 Euclid 空间 上 讨论 . 给 定 概率 空间 (0, .2,P). 

-个 n- 维 随机 变量 是 指 (Q, 多 ) 到 (R", 多 ") 的 一 个 可 测 映射 , 一 个 1- 维 随机 
变量 简称 为 随机 变量 . 注意 与 可 测 函 数 不 同 的 是 , 随机 变量 只 取 有 限 值 . 这 时 令 
(6) := 《7-1( 多 ), 称 为 是 由 上 生成 的 o- 代数 , 显然 它 是 Q 上 使 得 上 成 为 随机 变 
量 的 最 小 o- 代数 , 类 似 地 如 果 {&; : i € IT} 是 一 族 随机 变量 , 那么 Q 上 使 得 它们 
都 可 测 的 最 小 o- 代数 称 为 是 由 它们 生成 的 o- 代数 , 记 为 cf( 和 :ie 门 .实际 上 ， 
cl5 :ie7) 等 同 于 子 集 类 U,_jo(&i) 所 生成 的 o- 代数 , 如 果 令 

































































Yo := {AIN: NA :n>1,Ar Eo(éti),ir ETI,1l<Ek<n}, 











那么 ho 是 x- 类 ， o(&i:i ET)= 0(%). 
设 € 是 9 上 的 n- 维 随 机 向 量 , 记 je (或 记 E(P), Pof-1) 是 概率 PP 在 & 下 的 像 
测度 , 它 是 R” 上 的 一 个 分 布 , 称 为 的 (联合 ) 分 布 , 对 应 的 分 布 函 数 称 为 是 & 的 分 
人 





















































布 函数 . 给 定 分 布 4, 如 果 存 在 概率 空间 (Q, 多 ,P) 及 其 上 随机 变量 6, 使 得 je = 4， 
称 & 是 jy (在 概率 空间 (9, 多 ,了 ) 上 ) 的 一 个 实现 . 显然 任何 随机 向 量 都 可 以 实现 . 
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下 面 的 定理 说 明 任何 及 上 的 所 有 分 布 可 以 在 同一 个 概率 空间 上 实现 . 




















定理 1.3.2 ”存在 概率 空间 (9, 多, 了), 使 得 对 及 上 任何 分 布 函数 已 存在 随机 变量 
6 使 得 的 分 布 函数 恰 是 斑 . 











证 明 设 (Q, 多 ,P) 是 (0,1) 上 的 Lebesgue 测度 构成 的 概率 空间 . 对 we Q 定义 


有 





因为 五 右 连续 , 故 右 侧 集合 对 递减 列 极限 封闭 , 因此 下 确 界 可 以 达到 . 那么 , 对 任 
何 z € R, E(w) < 等 价 于 w < F(z). 推出 上 是 9 上 随机 变量 上 且 其 分 布 函 数 是 



























































注 上 面 定义 的 函数 是 F 的 ( 某 种 意义 下 ) 反 函数 . € 是 左 连续 的 并 且 在 w 点 右 连 
续 当 有 上 且 仅 当 下 在 点 &(w) 的 某 一 右 侧 邻 域 上 严格 递增 . (这 是 一 个 有 趣 的 数学 分 析 






























































两 个 随机 变量 称 为 是 同 分 布 的 , 如 果 它 们 有 相同 的 分 布 或 分 布 函数 . 一 个 分 布 
通常 可 以 有 不 同 的 实现 . 不 仅 是 指 实现 为 相同 概率 空间 上 的 不 同 随机 变量 , 而 且 也 
可 实现 在 完全 不 同 的 概率 空间 上 . 因此 在 许多 情况 下 , 我 们 更 关心 分 布 , 而 不 在 意 它 
是 怎样 实现 的 . 下 面 给 出 概率 论 中 一 些 重要 的 分 布 . 在 这 里 分 布 通常 是 分 类 型 的 , 一 
个 随机 变量 的 分 布 是 某 种 类 型 的 , 我 们 说 随机 变量 服从 这 类 型 的 分 布 . 

例 1.3.3 ( 单 点 分 布 ) 取 定 ae 及 , 恒 等 于 常数 a 的 随机 变量 的 分 布 函 数 是 





























































































































上 2 < Qi 
pee, 
【1， 2 之 Qi 
已 是 分 布 函数 , 对 应 的 分 布 是 a 点 的 单 点 测度 6. | 





例 1.3.4 设 0<p<1, 设 随机 变量 取 值 1 的 概率 是 p, 取 值 0 的 概率 是 1 一 p, 那 
么 其 分 布 函数 为 

















0 rr<0; 


—p, 0O0<z<1; 


请 


F(z) = | 


1, > 


对 应 的 分 布 是 (1 - p)eo + pe1. 此 分 布 称 为 是 Bernoulli 分 布 . | 
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例 1.3.5 说 随机 变量 X 服从 参数 为 和 > 0 的 Poisson 分 布 , 如 果 其 分 布 律 为 
e— 和 A 
P(X = k) El ,k=0,1,2,.…. 
只 需 验 证 右边 是 一 个 分 布 律 就 可 以 了 . Poisson 分 布 描述 某 段 时 间 内 某 事件 发 生 的 
次 数 . | 
例 1.3.6 说 随机 变量 X 服从 区 间 (a,b) 上 的 均匀 分 布 , 如 果 X 的 分 布 函数 为 
f 
| 0， Ta; 
P(X < 2)= Ph, 7€ (a,b); 
| Tb 
这 是 一 个 连续 的 分 布 函 数 . 容易 验证 , X 落 在 (a,5) 内 的 任何 等 长 度 区 间 上 的 概率 
是 一 样 的 , 这 相当 于 古典 概率 的 等 可 能 性 , 所 以 称 为 均匀 分 布 . 是 最 重要 的 概率 分 布 
> | 
个 mn- 维 分 布 函数 FF 称 为 连续 型 的 , 如 果 对 应 的 分 布 关 于 及 ”上 的 Lebesgue 
测度 绝对 连续 , 即 存 在 及 ”上 的 非 负 可 测 函 数 f, 使 得 
Fla) = / Ey 
(z1,… ,Zn) E R". 这 时 称 f 是 了 的 密度 函数 或 f 是 一 个 概率 密度 , 显然 均匀 分 布 
函数 是 连续 型 的 , 而 Bernoulli, Poisson 分 布 函 数 不 是 连续 型 的 . 
例 1.3.7 说 随机 变量 X 服从 参数 为 a > 0 的 指数 分 布 , 如 果 它 有 密度 函数 
( 
Qe >0; 
Jo = 1 
(90, rT<0 
容易 验证 这 个 函数 是 一 个 密度 函数 . 通常 认为 寿命 , 如 元 器 件 的 寿命 , 服从 指数 分 
布 . 指数 分 布 的 许多 性 质 类 似 于 离散 的 几何 分 布 , 如 遗忘 性 . | 
例 1.3.8 说 随机 变量 X 服从 参数 为 a,o? 的 正 态 或 Gauss 分 布 , 如 果 它 有 密度 函 
数 ( 例 1.2.4 说 明 它 的 确 是 密度 函数 ) 
f(s) = Fe 人 
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记 为 ~ N(a,o?), 而 N(0,1) 对 应 的 分 布 称 为 标准 正 态 分 布 . 我 们 用 更 表示 标准 
正 态 分 布 的 分 布 函数 , 即 
1 ee 
$(z) / e zdt. 


V2r 人。 


我 们 知道 它 不 是 一 个 初等 函数 , 它 的 值 要 通过 近似 计算 来 获得 . 因为 其 密度 函数 






























































是 偶 函 数 , 因此 @6(-z) = 1 6(x), 86(0) = 5 如 果 X ~ N(a,o?), 那么 容易 验证 


及 一 Q 




















~ N(0,1), 因此 X 的 分 布 函 数 可 用 更 表示 : 


a | 


(ea (oa 





例 1.3.9 所谓 Cauchy 分 布 的 密度 函数 为 
这 一 oo < 7z < 十 co. | 


(1+ 22) 


例 1.3.10 ”参数 为 a>0 与 6>0 的 Gamma 分 布 的 密度 函数 为 





f 0 ac 一 1 一 Br 
a e 2 0 
f(z) = {TY 
【0， Z 入 0， 


例 1.3.11 设 aeR” (作为 行 向 量 ), B 是 n- 阶 对 称 正定 矩阵 , 定义 











p(x) := op ( 人 BC-ar)， reR", 


(27)3 1B 











其 中 了 表示 转 置 , |B| 表示 B 的 行列 式 . 容易 验证 p 是 一 个 分 布 函 数 的 密度 函数 . 
我 们 称 由 p 决定 的 分 布 函数 是 n- 维 正 态 (Guass) 分 布 , 当 a = 0 时 , 称 为 是 中 心 化 
的 正 态 分 布 ; 当 a = 0 且 B 是 单位 和 矩阵 时 称 为 是 mn- 维 标准 正 态 分布 . | 
如 果 一 个 随机 变量 上 关于 概率 测度 P 可 积 , 则 其 积分 P(E€) 通常 称 为 是 € 的 数 
学 期 望 或 均值 , 常理 解 为 & 在 9 上 的 平均 , 记 为 Et. 男 外 《在 A e€ 多 上 的 积分 也 
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常 记 为 E(&; 4). 由 变量 替换 公式 得 


Be = / enetas) 



































注意 符号 了 了 与 EE 没有 本 质 区 别 , P 习惯 用 于 事件 的 概率 , 而 EE 用 于 随机 变量 的 期 
者 了 14. 进一步 地 , 设 f 是 R 上 Borel- 可 测 函 数 , 则 fot 也 是 随机 变 
量 , 如 果 可 积 , 由 变量 替换 公式 , 定理 1.2.2, 有 






























































2 的 = 人 yueda = 人 roarele). 


上 式 右 边 是 Lebesgue-Stieltjes 意义 的 积分 , 当 了 连续 时 是 Riemann-Stieltjes 意义 
的 . 随机 变量 的 男 一 个 重要 的 数字 特征 是 方差 . 如 果 随 机 变量 € 是 平方 可 积 的 , 即 
EE&? < co, 则 & 的 方差 定义 为 D& := EE(E -BE)? = EEE? 一 (EE)?, 它 用 来 测量 随机 变 
量 与 其 数学 期 望 之 间 的 平均 偏差 . 
如 果 & 是 离散 的 , 那么 Et = 宙 zP(E = x). 如 果 & 是 连续 型 的 且 密 度 函 数 


rER(E) 


可 选 为 是 分 段 连续 的 , 那么 自然 地 , 上面 的 Riemann-Stieltjes 积分 可 转化 为 通常 的 
































































































































Riemann 积分 

















0) = Hz)PGojdz 


例 1.3.12 设 上 是 9 上 服从 参数 为 和 的 Poisson 分 布 的 随机 变量 , 则 & 的 分 布 为 


i 


nl 
入 三 位 





入 n 
nl 


02 二 入 二 和, 故 DE=A 入 . | 

















其 中 6 是 点 n 的 Dirac 测度 . 容易 计算 EE = e 人 n 二 入， 同 理 可 得 























1 
例 1.3.13 设 随 机 变量 € 服从 [a,5] 上 均匀 分 布 ， 其 密度 函数 为 pa le) 因此 
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例 1.3.14 (参见 例 1.3 




















先 如 果 是 标准 正 态 分 布 的 ， 














算 Et = a, DE 02. 
EE = 0, 由 分 部 积分 


















































.8) 设 & 是 服从 参数 为 a, o? 的 正 态 分 布 的 随机 变量 , 容易 计 





那么 密度 函数 是 偶 函 数 , 故 


DE= Et | rie Tdr=1. 
V2 BR 
. 般 地 , 因为 《二 9 是 标准 正 态 的 , 由 期 望 或 积分 的 性 质 得 EE 二 a,DE 02， 
oO 






































设 £, 7 是 两 个 平 





方 可 积 随机 变量 , 定义 

















cov(é,7) :一 下 (一 也 S)7 一 到 








称 为 是 &,n 的 协 方差 ， 























与 9 的 相关 系数 为 


当 p(é,7) =0 即 下 67 








二 EEEn 时 , 称 与 7 不 相关 . 























例 1.3.15 设 (&,n) 服 从 D={z ER?:|zx| < 1} 上 的 均 

















的 . 协 方差 矩阵 是 随 刷 


设 (6 ra) 是 3 


| 入 4. 
那么 (ci;) 称 为 是 这 个 随机 向 量 的 协 方差 矩阵 . 不 难 验证 协 方差 矩阵 一 定 是 非 负 定 


但 不 相关 的 随机 变量 未 必 独 立 . 


P((&,m) € 4)= LIAND 























[向 量 的 一 个 重要 数字 特征 ， 




















相互 独立 的 , 如 果 对 任何 工 的 有 限 子 集 与 任何 4; 


事件 集 {4i;} C 多 相互 独立 , 如果 作为 子 类 的 级 

















n), 


Cauchy-Schwarz 不 等 式 , |cov(t,n)| 上 < DE. Dn. 定义 去 


独立 的 随机 变量 一 定 不 相关 ， 








名 分 布 , 即 对 任何 A € 多 ?有 





》 


其 中 | .| 是 R? 上 Lebesgue 测度 , 那么 ,7 不 相关 , 但 也 不 独立 . | 
F 方 可 积 的 d- 维 随 机 变量 ， 令 Cij :二 cov(éi, €;), 1 < 1,7 








最 后 我 们 介绍 独立 的 概念 以 及 简单 而 重要 的 Borel-Cantelli 引 理 , 它 是 概率 论 
中 独 有 的 . 设 (0, 多,P) 是 概率 空间 , {0%; :iE I} 是 多 中 子 类 的 集合 . {.00;} 称 为 是 
































i, 1 1o, 有 





ee i 


i€To i€ETo 





iET, 和 60 是 上 的 随机 变量 集 , 称 {和 6} 相互 独立 , 妇 





合 {{4i;}} 是 相互 独立 的 ; 设 对 任意 





0 果 {ol( 和 6) :iE 了 T} 是 相互 独 
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立 的 . 显然 两 个 随机 变量 6,7 独立 当 且 仅 当 对 任何 z,y € 及 ， 














P(E < x,7 < y)= P(E < rz)P(n < vy). 





定理 1.3.3 设 {i:ieE7T)} 是 多 中 相互 独立 的 子 集 类 , 如 果 每 个 x; 都 是 r- 类 ， 
那么 {o(%) :i e IT} 是 相互 独立 的 . 
定理 的 证 明 应 用 引 理 1.1.1 的 Dynkin 定理 立刻 可 得 , 留 作 习题 . 下 面 是 一 个 简 
单 而 重要 的 结果 . 




































































定理 1.3.4 (Borel-Cantelli) 设 {4,} 是 事件 列 . 





(1) 者 二 P(A,) < co, 则 P(lim sup,, 4) = 0; 


n=1 




















(2) 车 {4，} 是 独立 事件 列 且 2 P(A4;) = 0%, 则 Pllimsup, 4An)=1. 








证 明 (1) 首先 Pllim sup An) = limn P(U;>,, Ax), 而 














P(LUJ 4 < > P(A4) 一 0， 


kn kn 


因为 级 数 半 P(4,) 收敛. 
三 1 


(2) 对 m < N, 由 于 {4n} 独立 ， 


i 
P(() 4:)= [[G -PAi) < [Ie =e 5 


k=n k=n k=n 











得 limw PM, 着 ?5) 三 0, 即 P(U ， Ax) ==1, 故 Pllim sup, 4n)=1. 











将 Fatou 引 理 应 用 十 {14,} 推出 , lim inf;, P(A4%) = 0 缠 售 了 (lim inf;, 4;) = 0. 
这 是 一 个 条 件 与 结论 都 弱 于 Borel-Cantelli 引 理 的 类 似 结果 . 


























习 题 








起 


1. (1) 在 一 条 线段 4B 上 任 取 3 点 X,Y, 2, 求 线 段 AX, AY, 42 能 够 组 成 三 
的 概率 . 
(2) 在 一 个 线段 上 任 取 两 点 自然 形成 3 条 线段 , 求 它们 能 组 成 三 角形 的 概率 . 
(3) 一 根木 棍 随 机 断 为 两 段 , 然后 较 长 的 一 根 又 随机 地 断 为 两 段 , 求 此 三 段 能 组 
成 三 角形 的 概率 . 
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2. 如 果 随 机 变量 “有 一 个 连续 的 分 布 函数 玉 , 那么 F(&) 服从 (0,1) 上 均 色 分 布 . 
于 

3. 设 独立 随机 变量 X1,:…,X 服从 标准 正 态 分 布 , 证 明 十 :… > 十 天 7) 
也 服从 标准 正 态 分 布 . 

4. 上 述 问 题 的 反问 题 : 设 下 是 一 个 分 布 函数 , 使 得 对 任何 n > 1 Xi ,六 独 
立 且 分 布 函数 都 为 已 时 有 -Ca 的 分 布 也 是 已 , 间 已 是 什么 
样 的 ? 

1 

5. 设 Xi ,XX,, 是 服从 Cauchy 分 布 的 独立 随机 变量 , 证 明 A 十 Xn) 
也 服从 Cauchy 分 布 . 问 类 似 正 态 分 布 的 反问 题 是 否 对 Cauchy 分 布 成 立 ? 

6. 如 果 和 服从 参数 为 入 的 Poisson 分 布 , Y 服从 参数 为 a,1 的 Gamma 分 布 ， 
那么 对 a=1,2,..., 有 P(X >a)= 了 (YX 入 入 ). 

7. 设 独立 随机 变量 Xi ,XX,, 都 服从 参数 为 a 的 指数 分 布 , 证 明 : Xi 十 … 十 XX 
服从 Gamma 分 布 . 

8. 设 独立 随机 变量 Xi1,.… ,X。 服 从 标准 正 态 分 布 , 则 
(1) XX? 十 … 十 X2 服从 Gamma 分 布 ; 

二 1 1 二 二 
(2) 设 X := 7(X1 十 … 十 Xn), 5S := -一 TX 出 
驻 与 8 独立, 分别 服 从 正 态 分 布 与 Gamma 分 布 . 

9. 设 (0 ,多 ,了 P) 是 一 个 概率 空间 . 取 Qo e 罗 , 了 (Oo) > 0, 定义 
证 明 : (1) (9 ,多 ,了 Pio。) 也 是 一 个 概率 空间 , 称 为 是 关于 Qo 的 条 件 概率 空间 . 
(2) 对 任何 Be 多 ,Plo, (4|B) = P(4|B n Qo), 当 条 件 概率 有 意义 时 . 

10. 设 是 一 个 分 布 , F 是 对 应 的 分 布 函数 . 证 明 : jy({x}) = P(x)- 了 (2z-),X€ER. 

11. 举例 说 明 连 续 的 分 布 函数 未 必 是 连续 型 的 . 

12. 随机 变量 上 ,7 称 为 不 相关 , 如 果 下 (6.7) = EE& .Enm. 证 明 : 两 个 独立 随机 变量 不 
相关 . 

13. 设 & 服从 单位 区 间 上 均匀 分 布 , 入 是 & 的 二 进 制 表 示 的 第 ”位 小 数 . 将 {6&,} 


























mn 





14. 
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yy 
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nk := > oe k21. 
n=1 

证 明 : { :之 1} 是 均匀 分 布 的 独立 随机 序列 . 
设 £ 服从 [0,2r) 上 的 均匀 分 布 , 令 和 = cos&, Y= sin€. 求 p(X,Y) 与 
p(X?,Y?). 
1) 在 一 个 圆心 为 O 的 单位 圆周 上 任 取 两 点 4,B, 求 形成 的 三 角形 O04AB 面积 
的 分 布 与 期 望 . 
2) 在 单位 圆周 上 任 取 3 点 4, B,C, 求 三 角形 4BC 面积 的 期 望 . 

袋 中 有 1 个 黑 球 2 个 白 球 , 乙 袋 中 有 3 个 白 球 , 每 次 从 两 袋 中 各 任 取 一 球 ， 
交换 放 入 另 一 袋 中 , 求 交 换 n 次 后 , 黑 球 仍 在 甲 袋 中 的 概率 . 
设 上 是 一 个 服从 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 . 问 : 是 否 能 在 [0,1] 上 构造 函数 
j 使 得 f(&) 服从 参数 为 和 的 Poisson 分 布 ? 
证 明 : (1) 一 个 概率 空间 (Q, 多 ,P) 称 为 非 原 子 的 , 若 对 任何 4 € 多, P(A) > 0， 


存在 Be 多 ,BCA 使 得 P(A) > P(B)>0. 记 
(2) 概率 空 


设 1,v 是 P 




















HL*v(A) = /utyanxv= | 


r+yEA 


中 A € 多 4. 证 明 : 





(1) xz 是 一 个 d- 维 分 布 ; 
(2) 设 &,n 是 相同 概率 空间 上 的 独立 随机 变量 , 分 布 分 别 为 jv, 则 & 十 的 分 
布 为 y*v. 反之 不 对 , 举例 . 
设 (9 多, 了) 是 概率 空间 , wf; C ZF, ieT 是 7 类 , 则 {9 :ie7Ty 独立 当 


SI 




















{fc(c0) :iET} 独立 . 




















of (1,* ,En)g (nN, 














f(T 


》 Nm )] 


Ee 


的 . 


Adz)z(dy)， 














9 (n1, We 





随机 变量 集 {6&1,… , 奴 } 与 {1,… ,nm} 独立 当 且 仅 当 对 任意 非 负 可 疯 
f eB", ge 名", 有 





3 


E 明 : 这 时 P 的 值 域 是 [0, 1]. 
间 (Q, 多 ,了 P 了 ) 的 概率 P 的 值 域 总 是 闭 
两 个 d- 维 分 布 , 定义 卷 积 x*: 




















函 


仅 
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22. 随机 变量 5, 7 独立 当 



































. 仅 当 对 任何 及 上 有 界 连续 函数 f，g, 有 























of (£)9(n)] = Ef(é)Eg(n). 








23. 验证 随机 向 量 的 协 方差 矩阵 一 定 是 对 称 非 负 定 的 . 











24. 设 (61,… ,&) 服 从 例 
25. 设 上 ,7 是 概率 空间 (Q 


1.3.11 中 的 Gauss 分 布 , 证 明 : 它 的 协 方差 矩阵 恰好 是 B. 
,多 ,P) 两 平方 可 积 随机 变量 , 满足 对 任何 win < 0, 有 


























(€(wi1) — E(w2)) (nw1) — nw2)) 0. 证明: cov(€,n) 2 0. 


























26. 设 {4,} 是 独立 事件 列 , E(w) := #{t :we An}. 证 明 : P(E < co)>0 综 含 





Eé < o%. 








27. (Kolmogorov 0-1 律 ) 设 6,… ,6%,… 是 独立 随机 变量 序列 , 令 


多 :一 





o(€1,€2,.…:)) 2 :一 (NES, es 


证 明 : 多 与 x 独立 , 且 对 任何 4e ,P(A4)==0 或 1. 

















1 
28. 设 有 概率 空间 (Q, 多,P), 对 给 定 的 0 < a < 全 存在 独立 事件 列 {4,} <s 多 满 


tT a< P(A,)<1— 
生成 的 . 





qa, 证 明 : 尾 o- 代数 门 , o({4,An+41,…}) 不 是 可 列 


81.4 随机 变量 的 收敛 性 








对 7 之 1, 用 L"(Q, 多 ， 
量 全 体 , 即 























P) (简写 为 L"(0)) 表示 具有 有 限 r+- 阶 绝对 和 矩 的 随机 变 




















L"(9) := {€ : & 是 随机 变量 且 下 | ”< o0}. 


对 于 & €L (0), 令 |é], := 
意 在 此 我 们 将 才 


ZX 


























定理 1.4.1 (Hilder) 设 


nEL:(N), 则 én € L' (0) 


区 别 几 乎 处 处 相等 的 随机 变量 ). 我 们 引用 Banach 空间 中 强 弱 拓 才 
的 概念 . 下 面 是 重要 的 Holder 不 等 式 . 

















(E|&1")*, 则 L"(Q) 关于 范 数 |||, 是 一 个 Banach 空间 ( 注 


















































1 
1<7r<co1l<s<oco 且 一 : 1, 车 & € LL"(0), 
小 














17 < 发 1 : hal,. 




















证 明 利用 指数 函数 的 凸 性 





Ey 
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首先 对 任何 实数 a, 6b, 有 


























1 1 
lab| < “lal 十 二 | 
T 5 























4 二 b=_? 我 们 得 到 
|él; Nn, 
[én| 1 1 
Ibo], 了 so 
此 得 
E 7 < i 
引 al. 











即 是 H6lder 不 等 式 . 
当 7 = 二 2 时, (E|&m|)? < 下 | 上 2 .下 |7|?， 该 不 等 式 也 称 为 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 
另外 还 有 一 个 简单 但 重要 的 Chebyshev 不 等 式 . 






































定理 1.4.2 (Chebyshev) 设 上 是 一 个 随机 变量 , r > 0, 则 对 于 任意 e > 0, 有 





















































1 
Plé| > ch) < SEI. 
证 明 定义 
1 
rAd > 9) < |( A) ;lelz 0| < 二 le 
完成 证 明 . 




















Chebyshev 不 等 式 的 一 个 简单 推论 : EE|X| < +oo 蕴含 着 |X| < 十 co a.s.. 
定义 1.4.1 ” 设 {&%} 是 一 个 随机 变量 序列 , 6 是 一 个 随机 变量 . 
(1) 称 {&%} 依 概 率 收敛 于 &, 如 果 对 任何 e > 0， 








limP({w € Q :én (2) ~ €(w)| > 6)) = 0 


记 为 6 一 >&. 
(2) 称 {&,} 几乎 处 处 (或 概率 1) 收 敛 于 &, 如 果 


P({w enQ: lim én(w) = £(w)}) = 1. 


记 为 6 
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(3) 称 {6&%} -收敛 于 和 (rr > 1 如 果 和 erO) 且 


lim Elé, -er = 0, 





或 者 说 , {84} 在 L"(Q) 中 范 收 分 于 和 记 为 6 了 >&. 

我 们 来 分 析 这 几 种 收敛 相互 之 间 的 关系 . 首先 不 难看 出 这 儿 种 收敛 的 极限 在 儿 
乎 处 处 相等 的 意义 之 下 是 唯一 的 . 由 Chebyshev 不 等 式 容易 看 出 , 如 果 包工 ,5 (对 
某 个 7 > 0), 则 所 -一 6. 为 了 弄 清 依 概率 收敛 与 几乎 处 处 收敛 之 间 的 关系 , 首先 容 
易 验 证 



















































































{wo:limé(w) = 80)}= (| UY {6- 4<e). 


e>0N>1n>N 





因此 如 果 和 2 和 则 对 任意 e > 0, 有 














PC 门 1 人 -cl<e)=1 


N>1n>N 








从 而 由 Fatou 引 理 














liminf P({|é&, = €| < e) > Pliminf{lé, = | < e) = 1 


故 lim P({|én - 引 < 时 ) = 1 即 6 一 6 几乎 处 处 收 化 蕴含 依 概率 收 伊 . 
定理 1.4.3” 设 {6} 是 一 个 随机 变量 序列 , 6 是 一 个 随机 变量 . 








(1) 名 -25 (对 某 个 r > 0) 比 合 着 如 -全 
(2) 和 25 蕴含 着 6 一; 
(3) 车 6% 一 > 则 存在 {8%} 的 一 个 子 序列 {&%。} 几乎 处 处 收 伍 于 《 


证 明 只 需 证 (3). 对 任何 整数 有 > 0, 必 存 在 n 使 得 


rfl < 
[én | 天 六 25 


1 
由 Borel-Cantelli 引 理 , 集 N := 站 x >1Upyx{lén, 一 > = 概率 为 0 而 显然 
































N° C {limy én, = €}. 因此 上 一 6. 




















例 1.4.1 设 He [0, 1， 多 是 只 上 的 Borel 域 ， P 是 Lebesgue 测度 . 记 
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mm k—1 k mm 
Er := 9 ， m 宕 0,1<k<2". 
om om 
再 令 6&1 : lgo, €2 := lp1, Cs lp1,°*., 一 般 地 , 如 果 2"™ < n < 2™mt1, 令 
Er “二 lp™ 


铬 一 半生 十 于 


























当然 {&%} 是 非 负 随机 变量 序列 , 容易 看 出 E(|é,,|") = 
但 是 {&%} 不 是 几乎 处 处 收敛 的 . 





;0 (任意 7 > 1)， 


例 1.4.2” 设 概率 空间 如 上 , &% := nllo,2]. 则 容易 验证 如 220, 但 是 {6&} 不 是 L"- 


收敛 的 . 


独立 地 重复 一 个 成 功 概率 为 p 的 Bernoulli 试验 ， 





Xi 





功 的 次 数 ， 那 么 








这 个 频率 在 某 种 意义 下 收敛 于 成 功 的 概率 p, 即 大 数 定 























年 发 表 的 ， 据 称 是 概率 研究 的 第 一 篇 论文 . 








定理 1.4.4 (Bernoulli) ”对 任何 e > 0, 有 





. [Xn | 
limP\|——p|>¢e)=0. 
| % | 





























是 前 n 次 试验 成 功 的 频率 , 也 是 一 





] Xn 表示 前 n 次 试验 时 成 


个 随机 变量 , 下 而 定理 说 明 











律 . 这 是 Bernoulli 在 1713 


定理 用 Chebyshev 不 等 式 容易 验证 . 一 般 地 , 设 {&;,} 是 可 积 随 机 变量 序列 . 如 





























(&i 一 卫 6) 一 0, 称 {&} 满足 大 数 定律 . 如 果 


























1 ee a.S. 
2 (5 26) 0， 称 {én} 
nN i=1 


满足 强大 数 定律 . 显然 , Chepyshev 不 等 式 可 以 推出 如 果 {&%} 是 独立 同 分 布 的 平方 
可 积 随机 序列 ,那么 它 满足 大 数 定 律 .下 面 的 结果 是 卫 . Borel 在 1909 年 发 表 的 . 









































定理 1.4.5 (Borel) 如果 {&%} 是 独立 同 分 布 的 平方 可 积 随 机 序列 且 E&f < co， 





么 {&,} 满足 强大 数 定律 

















证 明 我 们 下 面 利用 Chebyshev 不 等 式 和 Borel-Cantelli 引 理 证 明 




















un 人 中 > 


人 /一 





也 就 是 要 证 明 对 任何 e > 0， 
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| n | 
P (ai 三 三 BE > 上 一 0. 
kk | | 
而 由 Chebyshev 不 等 式 ， 
1 三 
》 了 ({2 之 6 一 sa > ‘| “DD 人 (Pe = 5 
n n = 
1 nn 
= ee Et + >》 了 (5 一 6)2(6 — Eé,) 
n (en) \ 3 并 站 二 了 和 区 
1 
> > en (£1 EE) + nn-1)(Dt))<% 
因此 结论 由 Borel-Cantelli 引 理 推出 . 
为 了 进一步 阐述 收敛 之 间 的 关系 , 我 们 引入 一 致 可 积 的 概念 , 它 本 身 也 是 概率 




















论 中 最 为 重要 的 概念 之 一 . 
































































































































定义 1.4.2 ”一 个 可 积 随机 变量 族 {&; : ie 1} 称 为 是 一 致 可 积 的 , 若 
lim supE(léil;|&i| > N)= 0. 
No00 I 
显然 ,如若 {&; : i €E 7} 被 一 个 可 积 随机 变量 所 控制 , 则 {&i} 是 一 致 可 积 的 . 下 
面 定 理 给 出 一 致 可 积 的 一 个 等 价 条 件 . 
定理 1.4.6 设 {&; :ie 了 } 是 可 积 随机 变量 族 , 则 它 是 一 致 可 积 的 充 要 条 件 是 
(1) 一 致 绝对 连续 : 对 任何 e > 0, 存在 5 > 0 使 得 当 4 € 多 , P(A4) <6 时， 
sup E(|&il; A) < e; 
i€I 
(2) L1- 有 界 : sup El&;| < oo， 
i€T 
证 明 ”必要 性 . 对 任意 4e 多 ,NN > 0, 有 
E(|éil; A) = E(|&i|; AN {Ii| > ND + ENéil; AN{é| < NY) 
下 (| 和 ;fl 人 > ND + NP(A). 
运用 一 致 可 积 性, 推出 {&;} 是 一 致 绝对 连续 的 . 再 在 上 式 令 4 = Q, 得 





得 到 {&;} 的 Li- 有 界 性 . 




















性 设 {&;} 是 一 致 绝对 连续 且 L1- 有 界 的 . Chebyshev 不 等 式 ， 当 
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7 和 | < E(léil; {li| > ND) +N, 



























































1 人 
supP(l&| > N) < TF sup Elé| — 0. 











从 而 由 {&} 的 一 致 绝对 连续 性 得 到 , 对 任何 e > 0, 存在 N > 0, 使 得 E(|&i|; {|&i| > 





NN}) < 即 一 致 可 积 性 . 


定理 1.4.7 

















的 且 6&1 一. 
































可 积 随机 变量 序列 {&%} 5 - 收敛 于 & 的 充 要 条 件 是 {&%} 是 一 致 可 积 


























证 明 ”必要 性 . 首先 6 一 是 显然 的 ，{&%} 的 L1- 有 界 性 也 是 显然 的 . 而 {&,,} 





的 一 臻 绝对 连续 性 由 下 面 的 不 等 式 及 & 是 可 积 的 事实 立即 推出 . 对 任意 4 e 多 


充分 性 . 





















































Si A) < E(Iél; A) + E(lén, — é&1). 














对 任意 e > 0， 


下 | 和 6| < E(|é, ee él; | 《| < e}) 十 E(|é, 号 el {|én 7 el 之 e}) 





出 右边 可 以 各 


因为 ljmP(l 和 一 引 >e)=0, 故 由 {8} 的 一 致 绝对 连续 性 和 & 的 绝对 连续 性 推 
E 意 地 小 ,因此 名 二. 














下 面 我 们 讨论 分 布 收敛 的 问题 . 











定理 1.4.8 





< etE(lénl; {én — E> ce})+E(NEl; {lén 一 《| > oe}). 










































































设 {é&%},& 是 随机 变量 , 分 别 具 有 分 布 函 数 { 瑟 ,}, .如 果 所 一 和 则 























对 FF 的 任意 连续 点 xz, 有 lim (x) = 了 F(z). 


证 明 对 任意 e > 0， 





Frtz) = 了 PS < 2)=P({én < z}N {én — | < e}) + PHAén, < z}N {én — | ze}) 





人 


P(E < z+e)+P(é, — él> 0 





= F(z+e)+P(lé, 一 《| 之 6) 


Fn(7)= P(én < £2) > P({E < ro ee Nt{lén 一 6<eh 
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CE 


因此 
F(z—e) < liminf F(z) < limsupF,(z) < F(z+e). 


n 


玉 在 xz 点 连续 时 , 显然 有 lim F(x) = F(z). 


I 









































以 上 定理 , 我 们 来 定义 男 一 种 收敛 性 . 
定义 1.4.3 (1) 设 ,是 R 上 分 布 函 数 . 称 {了 ,} 弱 收 敛 , 如 果 存 在 一 个 递增 右 连 


续 函 数 F, 使 得 对 任何 FF 的 连续 点 z, 有 lim P(x) = F(z)) 记忆 -一下 如 果 下 









































是 一 个 分 布 函数 , 称 ,正常 地 弱 收 敛 ( 半 五 ). 

2) 说 一 个 随机 变量 序列 {&%} 依 分 布 收敛 于 随机 变量 &, 记 和 全 和 如 果 对 
的 分 布 函数 序列 已 弱 收 敛 于 & 的 分 布 函数 FF. 

Fatou 引 理 , 分 布 函数 列 弱 收 敛 的 极限 的 总 变 差 不 会 大 于 1. 定理 1.4.8 说 明 
依 测度 收 和 敛 殖 含 着 依 分 布 收 和 敛 , 但 反之 不 对 , 因为 不 同 随机 变量 可 以 有 相同 分 布 . 下 










































































而 的 Skorohod 定理 说 明 弱 收敛 的 分 布 玫 数 列 可 以 实现 为 同一 个 概率 空间 上 的 处 处 
改 敛 的 随机 变量 序列 . 








定理 1.4.9 (Skorohod) 设 忆 ,,n 之 1,F 是 R 上 分 布 函 数 . 如 果 局 , 则 存 
在 概率 空间 (9, 多 ,P) 与 其 上 的 随机 变量 {&,}, &, 使 得 

(1) 对 任何 w e 09, &1(w) -一 €(w); 

(2) Fa,n 之 1, 了 分 别 是 6&,n 之 1,& 的 分 布 函 数 . 
证 明 设 Q=(0,1), 多 一 多 ((0,1)),P 了 是 
明 , 对 weQ 定义 


























上 Lebesgue 测度 . 仿照 定理 1.3.2 的 证 








€(w) := inf{z ER: F(z) > w)}, 

&(w) := inf{freER: F(z) 2w}, nl. 
则 (2) 成 立 . 
取 & 的 连续 点 w, 再 取 的 连续 点 zx, zx, 使 得 x < &(w) < x 由 定理 1.3.2 下 的 
注 , F(z) <w < 了 (x ). 则 nn 充分 大 时 , F(X)<w< 
( 想 想 这 里 为 何 是 < 而 不 是 <?) 故 |&%(w) 一 E(w)| < x 一 zx. 推出 各 (ww) 一 &(w). 因 
为 递增 , 其 不 连续 点 可 列 , Lebesgue 测度 为 零 . 改变 此 点 集 上 的 值 不 改变 分 布 或 
分 布 函 数 . 因此 (1) 成 立 . 























(2). 因此 z < (ww) < 2 
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定理 1.4.10 ” 设 分 布 函数 五,, FF 分 别 对 应 于 分 布 jw, 4, 则 


w 











已 当 且 仅 当 对 任何 fe C6(R),; jn(f) 一 4(f), 也 称 1 ， 弱 收敛 于 1 








(1) F, 





My 1 Ww 
Wi An 一 合作 ; 





















































(2) 如 果 {fi :ie 了} 是 R 上 一 臻 有 界 且 等 度 连续 的 函数 族 , 且 /一 / 那么 





收敛 An ( 方 ) - nu(fi) 关于 1 是 - - 致 的 . 























证 明 (1) 设 玉 歼 忆 则 取 定 理 1.4.9 中 的 & 与 6 对 fe Ci(R), 应 用 有 

















收敛 定理 jn (有) = Ef(&%) 一 EJ(&) = (有 ). 即 pn 一 p. 反 过 来 , 任 取 zo < zi, 取 
fe C6(R) 满足 1(_ aol < f < 1(_wwwijs 由 弱 收 伊 性 得 ， 























F(xo) < 4(f) = 1impn(f) < lim inf F(x1), 


F(T1) 2 4(f) = lim pn(f) > lim sup F(x0). 


n 





即 对 任何 x € R, 6 > 0, 有 














F(z—6) <1iminf F(z) < limsupF,(z) < F(z+o6). 





推出 车 忆 在 zx 连续, 必 有 lim F(x) = F(x). 
(2) 设 M 是 {fi} 的 一 致 界 , 则 对 任何 6 > 0， 











Hn(fi) — pF) < Efi(én) 一 六 (jl 和 一 和 < 6)+2M .Plé, — é€| > 6). 











面 的 收敛 对 i 是 一 致 的 . 











[es 
[TT 























{fi} 的 等 度 连续 性 


例 1.4.3 令 


1 ls 
p(t, x) := ze atit>0zER 


(27t): 











对 t+> 0, 令 51(4) := /p(t,z)dz, A € 多 (R') 对 fe Cs(R4), 由 控制 收 钱 定理 ， 











ha bi:(f) = 二 的 -ee 外 f(z)dz 
= lim f (Vir)dz 





tl0 a 
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1 lz 有 2 
= -e237 lim f(Vtr)dz 
Vi 


10 








而 对 任何 分 布 py, 定义 f#n(z) := f(z ++y)jx(dy), ze 及 “那么 /5 有 界 连 续 , 故 





be * p(f) = bf #4) = f*n(0) = 4(f), 
即 be # p— pn. | 
我 们 应 注意 到 , 一 个 分 布 函数 列 可 以 处 处 收敛 于 非 分 布 函 数 . 如 下, = lw)， 
则 ,一 0. 
定理 1.4.11 (Helly) ”任何 分 布 函 数列 {Ff} 有 一 个 子 列 {Fi } 弱 收 敛 . 
证 明 此 定理 是 点 集 拓扑 中 基本 的 Tychonov 定理 的 推论 . 在 这 里 给 一 个 简单 证 
明 . 取 R 的 一 个 可 列 筒子 集 D = {zw :nz 之 1), 那么 {F(z1) :n> 1} 是 有 界 的 ， 
























































存在 收敛 子 列 {Fw (z1)}, 假设 已 取得 子 列 {k%?}, 那么 因为 {Fi (zi41)} 有 界 , 我 














们 可 以 取得 {kW} 的 子 列 {ks +0}, 使 得 {Fats (ziri)} 收敛 . 这 样 用 对 角 线 法 , 令 











:二 kK, 那么 {Fi} 在 万 的 任何 点 上 都 收敛 . 事实 上 ,对 任何 i 之 1,{k。:n 之 让 






































是 {KGD :mu > 叶 的 子 列 , 因此 {Fi (zi;)} 收敛 . 推出 {，} 弱 收 敛 ( 见 习题 ). 





最 后 我 们 给 出 测度 的 淡 收 敛 与 弱 收 敛 的 定义 . 设 j,k 是 Radon 测度 , 如 果 对 


任何 fe€ Ce(R), ia) 一 (有 ), 称 jp 淡 收 化 于 jh, 记 jp 一 hp. 设 jo, 1 是 分 布 ， 





如 果 对 任何 有 界 连续 函数 /有 ya(f) -一 J( 了 ), 称 po 弱 收 煞 于 jp, 记 为 pa 一 
若 ln/ 是 分 布 , 弱 收 和 敛 一 定 淡 收敛 . 





























1. 设 {&%} 是 随机 序列 , 满足 EE|&| < co. 证 明 : 交 各 几乎 处 处 收敛 于 一 个 


nl 款 六 二 


可 积 函 数 上 , 且 了 ec= > Eé,. 

































































2. 随机 变量 上 可 积 当 且 仅 当 级 数  P(|E| > mn) < oo. 


对 之 上 


Ol 


10. 


11. 


12: 


13. 


. 设 {4。} 是 事件 列 , m 是 固定 自然 数 . 用 G 


. 设 {6&%} 是 随机 变量 列 , 存在 p > 1 使 得 sup， 
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全 体 . 证 明 : G 可 测 且 mP(G) < P(A4,). 





| 








* 设 (a 是 非 负 可 积 随机 变量 ， én ——é, De 和 





























F(Z) 收敛 . 

















Mn(f) 收敛 ， 





致 的 . 


. 分 布 函 数列 FE, 弱 收 和 敛 当 且 仅 当 存在 R 的 一 个 笛子 集 忆 使 


























可 积 的 . 





. 证 明 : (Dunford) 一 个 一 致 可 积 的 随机 变量 族 是 








Elén|? < 00, 订 


Li- 弱 紧 的 . 


少 属于 m 个 A, 中 的 元 素 


0E. 证明: 和 SE 


得 对 任何 ze 也， 





. 设 分 布 函数 ,分 别 对 应 于 分 布 jw, 且 , 弱 收 和 敛 , 证 明 : 对 任何 f & Co( 及 )， 


. 设 分 布 函数 列 {,} 弱 收 敛 于 一 个 连续 的 分 布 函 数 已 , 证 明 : 收敛 在 及 上 是 一 








E 明 : {&%} 是 一 至 


设 入 是 Lebesgue 测度 在 [0,1] 上 的 限制 . 对 [0,1] 上 的 分 划 列 {(0 = z4? < 














< z") 二 1) :n 之 1}, 任 取 a; € (zt , 2)], i 二 1,… ,jn, 定义 
jn 
三 > (zf 一 5 ea 
i=1 
当 


























Borel 可 测 函 数 是 Rieman 可 积 的 . 
设 j,k 是 分 布 , ,了 是 对 应 的 分 布 函数 . 证 
设 {6&%} 是 一 致 可 积 的 独立 随机 序列 . 证 明 : 





n 
1 





- > (6 - Eéi) 2—0. 


k=1 
设 fe C[0,1], 对 任何 mw 定义 


B, f(z) := > (°°): 四 


k=0 





























明 : Hn > 当 


当 分 划 趋 于 零 时 , 证 明 : jw 一 和， 试 由 此 推出 [0,1] 上 几乎 处 处 连续 的 有 界 














w 


- 仅 当 了 ,一 一 卫 . 

















大 数 定律 证 明 Bf(x) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 . 
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1 
14. 设 X ~N (0 证 明 : 对 任何 A & 多 , 有 
Nn 


a /yl 
lim —logP(X, € A)= —essinf y — :y€ 4 
用 一 oo 人 也 


其 中 essinf 表示 本 质 下 确 界 . 


81.5 特征 函数 








设 f 是 R* 上 有 界 复 值 函数 , 它 关 于 q- 维 分 布 j 的 积分 自然 


1(f) := ARef) + ip(Imf), 
































别 如 控制 收敛 定理 , 及 可 积 条 件 下 的 Fubini 定理 . 








定义 1.5.1 设 是 qd- 维 分 布 .4 的 特征 函数 定义 为 





Nae or pdy), 





:中 xz.y 是 及 "空间 的 内 积 . 


Nf 
/ 


} 


地 定义 为 


其 中 Ref, Imf 分 别 是 f 的 实 部 与 虚 部 . 容易 验证 许多 定理 对 于 复 积 分 依然 成 立 , 特 


分 布 函数 玉 (或 密度 函数 有) 的 特征 函数 当然 地 定义 为 对 应 分 布 的 特征 函数 , 记 











为 五 (或 用. 如 果 是 qd- 维 随 机 向 量 & 的 分 布 , 则 f(z) = Eei*， 











因此 有 也 称 为 是 


E 的 或 对 应 的 分 布 函数 的 特征 函数 .4 忆 fb 实际 上 是 概率 测度 的 Fourier 变换 , 有 下 


列 性 质 : 
1) 是 R" 上 复 值 函 数 , |f| < 1, 有 (0)= 1; 
2) 在 R” 上 一 致 连续 ; 








3) f(z) = fh(-7z), zeRY?; 


4) 设 jw,v 是 两 个 分 布 , 则 xy = 应. 方 





























6) 设 /是 随机 变量 & 的 分 布 , 如 果 也 | 上 ”< co, 那么 及 在 0 
这 时 有 记 正 e” = (0). 











5) 特征 函数 是 非 负 定 的 . 一 个 R* 上 的 复 值 函 数 $ 称 为 是 非 负 定 的 , 如 果 对 任 
何 有 限 点 集 {x1,… ,zm} CR, 秆 阵 (8(zj 一 2k))1<j, k<m 是非 负 定 Hermite 阵 ， 


t 








点 n 次 可 导 , 且 
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性 质 (1), (3) 直接 由 定义 推出 . 为 验证 (2), 任 取 t,he Rs,|h(t+h) h(t)| < 
J lei 一 1ju(dy), 右 侧 与 t 无 关 , 有 界 收敛 定理 推出 一 致 连续 性 . (4) 是 Fubini 定 
理 的 直接 应 用 . 为 验证 (5), 任 取 复 数 cl ,cm， 










































































2 oh(r; — rk) = / > oje™’Y creen vp(dy) 
jk jk 


= /| cieizy | 7 dy) 过 0. 
| 了 | 
了 





而 对 性 质 (6), 由 可 积 性 条 件 , 我 们 可 对 特征 函数 求 导 得 











fh)(z) = / (iy)"e yp(dy). 























注意 当 n 是 偶数 时 ,fi 在 0 点 n 次 可 导 蕴 含 着 下 jl” < co. 而 一 般 情况 下 不 一 定 成 立 . 
例 1.5.1 对 aeR4, 单 点 分 布 的 特征 函数 8,(x) = ei*?， | 








例 1.5.2 设 人 /是 参数 为 入 的 Poisson 分 布 , 即 jy({n})= 则 
nl 


n>0 








1 
例 1.5.3 设 和 服从 [a,b] 上 均匀 分 布 , 即 有 密度 f = ple, a]; 则 














例 1.5.4 设 € 服 从 R 上 标准 正 态 分 布 , 即 密度 为 f(y) = 




















2 


y  —2iry+(iz)  — (iz) 


- 专 凡 名 
/ 
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_ (yiz)” 


最 后 一 个 积分 的 计算 要 用 Cauchy 积分 原理 : J ve 2 dy 可 视 为 解析 函数 























ze 从-N 一 iz 到 NN 一 iz 的 (与 路 径 无 关 ) 积 分 ,因此 


N (yiz)” 六 一 这 2 
e 2 dy = e 2 dz 
J_w > 












































一 人 一 iz 
一 和 N N-—iz z2 
= |/ | | e 2 dz. 

—N-izr 一 人 N 

令 NN 一 co, 容易 验证 最 后 算式 的 第 一 个 与 第 三 个 积分 趋 近 于 零 , 而 第 二 个 积分 是 
a 1 ly ， et Izl 
V27. 由 此 推出 密度 为 Ti 2 的 qd- 维 标准 正 态 分 布 的 特征 函数 是 x 一。 2 . 
TT)2 









































由 此 例 容易 推出 如 果 & 是 服从 例 1.3.11 的 正 态 分 布 的 d 维 随机 变量 , 则 其 特征 














1 
Tm exp (ie 2Z) 一 2aBzr 】 


























它 当 B 只 是 非 负 定 时 仍然 是 特征 函数 , 参见 习题 . 我 们 把 一 个 特征 函数 如 上 (B 是 非 
负 定 的 ) 的 分 布 函数 也 称 为 正 态 分 布 , 即 包含 了 退化 的 情况 . 自然 地 , 一 个 随机 向 量 
是 正 态 分 布 的 如 果 其 分 布 函数 是 正 态 分 布 的 . 由 此 可 证 明 一 个 随机 向 量 是 正 态 分 布 
的 当 且 仅 当 其 分 量 的 任何 线性 组 合 是 正 态 分 布 . | 

F 面 我 们 证 明 特征 函数 唯一 地 决定 分 布 . 设 jv 是 有 4 上 的 两 个 分 布 , 则 对 任 
何 zizEReericzplz) = e*W-)j(dy), 那么 对 变量 z 关于 > 积分 , 由 Fubini 定 
理 得 ， 
























































































































































/vaa = { py -wnay). 
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革 中 > 0, 则 由 例 1.5.4 六 (人 二 er 因此 

















i 1 _ 一 2 
e “hfh(z)———e 2t dz= | e 2 nh(dy), zx € 及 


























i 1 dzl 1 一 zz 
f en) Lie 2 dz 二 f: 2 (dy) = be*p, ER'. 
(27)" (27t)> 


kK 


t | 0 时 , b,x* nL- (参考 例 1.4.3), 故我 们 有 





tlz|” 


(1) = ln i | tl)as f eeple)e 3 dz, je CB), 

















由 此 推出 下 面 的 唯一 性 定理 . 
定理 1.5.1 不 同 的 分 布 有 不 同 的 特征 函数 . 
上 面 的 公式 里 积分 与 极限 一 般 是 不 能 交换 的 , 但 如 果 fi 是 Lebesgue 可 积 的 , 则 


控制 收敛 定理 得 
=- 十 元 fire Jaz / ?zf(z)dz, 


即 jy 是 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 的 , 密度 为 










































































没 (上 各) 是 n- 维 随机 向 量 , 则 它们 相互 独立 等 价 于 对 应 的 n- 维 分 布 
HET es, Ey) 等 于 n 个 分 布 的 乘积 ， 即 











Hl(e, En) 一 He XX He,: 











性 定理 , 我 们 有 下 述 定 理 . 
定理 1.5.2 随机 变量 6 ,… ,6 相互 独立 当 且 仪 当 对 任何 (zx1,… ,zn) < 及"， 























也 
Rei r= TkEkR 一 II Eei®isi. 
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最 后 我 们 将 证 明 





i 的 道 映射 是 连续 的 ， 设 {jw}, pn 是 分 布 , 则 由 








nH 
定理 1.4.10, jn 一 比 售 fo 点 点 收 敏 于 hh 且 收敛 在 任何 有 界 区 间 上 是 一 致 的 . 














定理 1.5.3 设 { 已 } 是 分 布 函 数列 .车 局 点 点 收 伍 于 一 个 在 零点 连续 的 函数 4 


则 4% 是 一 个 分 布 函数 已 的 特征 函数 且 ,一 > 



































证 明 ”由 Helly 定理 , 忆 , 有 一 个 子 列 (不 护 仍 用 已 表示 ) 弱 收 化 于 菜 个 递增 右 连续 
函数 已 . 如 果 已 是 分 布 函数 , 利用 证 明定 理 1.5.1 时 所 用 的 恒等式 , 对 x & R， 























1 le 1 -二 中 
pr tt 2 dz 一 2t dF (y), 























因此 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 和 弱 收 傅 性 














1 | -Sp 1 ) -izz Jim fi 1 
。 了 So e izz ]im (2 如 六 Ws 
| y) (27)4 n ( ) 









































因此 F 由 后 , 的 极限 唯一 决定 , 推出 瓦 弱 收 伊 于 F. 
下 面 我 们 只 需 验 证 当 $ 在 0 点 连续 时 , FP 是 分 布 函数 就 够 了 . 任 取 > 0， 
Fubini 定理 
























































f -Be))as= ol dz 上 -ed 


二 R 


re 
2/ ( 本 | dF (y) 
汉 证 ty 


|sinty | 
( 本 | dF (y) 


| ty | 


V 
[sw] 
ss 


VY 
Ss 
六 
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控制 收敛 定 理 ， 





























又 4 连续 








存在 N 充分 大 , 使 得 当 寻 > N 时 ， 


等 价 地 / 


lc 
函数 . 
作为 应 用 , 我 们 来 证 明 闭 名 的 





的 事实 通常 称 为 DeMoivre-Laplace 中 心 极限 定理 , 下 面 我 们 应 


稍 一 般 的 中 心 极限 定理 . 





定理 1.5.4 (Lindeberg-Lévy) 














EBén, = a, Dén, 则 


Nn 








.8$(0) = 1, 故 对 任何 e > 0, 存在 


dFn(y) > 1 一 e. 弱 收 敛 性 


te A 
ov 万 


Ee 
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t>0, 





2 一 
rl! = F(x) 





















































出 /2 dF(y) > 1 一 6 因此 FF 是 分 布 
中 心 极限 定理 . 二 项 分 布 近 似 地 是 标准 正 态 分 布 
的 方法 可 以 证 明 




















设 {6&%} 是 平方 可 积 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 列 ， 
a) 

















的 分 布 弱 收敛 于 标 Y 


住 正 态 分 布 . 




















证 明 不 妨 设 a = 0,0o=1,f 是 & 共同 的 特征 函数 , 则 和 的 特征 函数 为 
n 2 
to (去 ) . 由 条 件 知 当 t+ 一 0 时 , f(t) 一 ( | = o( 妇 ) 即 是 妇 的 高 价 无 穷 
2 
小 , 因此 对 任何 十 因为 |F(bg 1 且 当 兄 充 分 大 时 , 0g&1- 二 < 1 故 


















































































































































人 
A 人 ee 
推出 

or( 有 (的 

im f A = lim Se 一 e 
定理 结论 由 定理 1.5.3 推出 . 

实际 上 , 定义 1.5.1 下 所 列 的 特征 函数 性 质 (1), (2), (5) 也 是 特征 函数 的 充分 条 

件 . 下 面 的 定理 是 重要 的 , 但 证 明 比 较 难 , 而 且 在 此 讲义 中 也 基本 上 用 不 到 , 所 以 我 
们 省 略 证 明 . 
定理 1.5.5 (Bochner-Khinchin) 设 $ 是 R 上 复 值 连续 函数 旦 %(0) = 1, 那么 
4 是 一 个 概率 测度 的 特征 函数 当 且 仅 当 它 是 非 负 定 的 
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Laplace 变换 类 似 于 特征 函数 , 是 研究 R+ 上 测度 的 重要 工具 . 设 上 是 一 个 非 
负 随 机 变量 , 自然 其 分 布 y 集中 在 非 负 实数 集 上 . 定义 















































Lelt) = Lu(t) := Ee * = f ues), t>0. 


它 实际 上 是 jp 的 Laplace 变换 . 在 上 下 文明 确 的 情况 下 , 也 称 它 是 《或 4 的 特征 函 
数 . 容易 验证 : 


1)0< Le<1 有 LLé(0)=1; 























2) Ze 在 [0,co) 上 连续 ; 

3) 设 6 7 是 两 个 独立 随机 变量 , 则 Ze+y = Le 也 放 
4) Laplace 变换 作为 t 的 函数 是 完全 单调 的 , 这 里 [0,+co) 上 的 函数 f 称 为 完 
全 单调 , 是 指 f 是 无 穷 次 可 微 的 且 (-1)"f( > 0. 


下 面 是 Laplace 变换 的 唯一 性 . 




















































































































定理 1.5.6 设 1,v 是 两 个 [0, 十 0) 上 的 分 布 , 如 果 Ly = Lv, 则 j=v. 


证 明 把 [0,co) Alexander 紧 化 为 [0, oo], 那么 


Cl0,%] = {u € Cl0,0%): dim u(x) 存在 }. 




















对 任何 二 > 0, 函数 ze 妇 是 属于 Cl0,co]l 的 . 用 xy 表示 这 样 的 函数 的 有 限 线 
性 组 合 全 体 , 则 gz 是 Cl0,co] 的 一 个 区 分 点 的 子 代 数 , 由 Stone-Weierstrass 定理 得 
2 在 C10,oo| 中 笛 , 而 条 件 说 明 与 关 在 改 上 是 一 样 的 , 由 稠密 性 它们 在 C[0, co 





















































也 一 样 , 因此 j= v. 





























例 1.5.5 设 & 服 从 参数 为 和 的 指数 分 布 , 即 其 密度 为 f(z) = e ”lfte>oj,， 则 
L(t) = fe tras a | 


下 面 的 定理 类 似 于 Bochner-Khinchin 定理 . 
定理 1.5.7 (Bernstein) 设 9 是 [0,0) 上 连续 函数 且 8(0) = 1, 那么 由 是 [0,o0) 
上 的 一 个 概率 测度 的 Laplace 变换 当 且 仅 当 它 是 完全 单调 的 . 

最 后 简单 介绍 母 函 数 的 概念 和 性 质 . 


定义 1.5.2 ” 设 有 一 个 实数 列 a = {ao,a1;,… ,Qan,'…}, 如 果 究 级 数 
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Ga(z) := ao + a12 + es pe 








在 0 点 的 一 个 非 空 领域 上 收敛 , 则 称 它 为 数列 a 的 母 函数 . 

震级 数 的 知识 可 以 证 明 , 一 个 数列 的 母 函 数 唯一 地 决定 这 个 数列 . 母 函 数 本 
身 只 是 表达 和 研究 数列 的 一 种 方法 , 其 中 的 变量 z 没有 实质 的 意义 . 设 < 是 Z1- 
值 (甚至 可 以 允许 取 +co) 随 机 变量 , 那么 它 的 分 布 律 P(& = n) 是 一 个 有 界 数列 ， 
Ge 表示 它 的 母 函数 




















































































































Ge(z) := 》 z"P(E = n), 
nz0 
变量 是 Ge = G， 那么 & 与 有 相同 的 分 布 和 














tt 















































EE = G.(1), Eé? = Ge(1) + Ge(1),.…. 












































定义 1.5.3 ”数列 {uw} 与 {vw} 的 卷 积 定义 为 数列 


{Uovn 十 WiVn -1 十 :十 UnrV0 :Nn 之 0}. 





容易 验证 , 如 果 Z+- 值 随机 变量 &,n 独立 , 那么 +7 的 分 布 列 是 与 7 的 分 
布 律 的 卷 积 . 下 面 的 定理 也 很 容易 验证 , 作为 习题 . 
定理 1.5.8 ” 母 函 数 为 Q(z) 的 数列 {un} 与 母 函数 为 V(z) 的 数列 {fun} 的 卷 积 辫 
壮阔 数 为 U(z)V(z). 因此 独立 Z+- 值 的 随机 变量 &,n 的 和 & 十 nm 的 母 函 数 










































































Gern(z) = Ge(z)Gn(z). 




















从 本 质 上 讲 , 特征 函数 , Laplace 变换 与 母 图 数 都 是 类 似 的 , 其 中 最 主要 的 是 它 
们 都 唯一 地 确定 分 布 且 将 分 布 的 卷 积 化 为 乘积 . 
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-个 随机 变量 和 称 


习 题 





为 是 格 分 布 的 , 如 果 存 在 a 与 > 0 使 得 X 支 撑 在 格 


{a+nb:n 二 … ,一 1,0,1,2,…} 上 . 设 关 的 特征 函数 为 9. 





1) X 是 格 分 布 的 当 











昌 仪 当 存 在 x 去 0 使 得 |%(z)| = 1; 

















2) 设 存在 不 可 公 度 


























. 证 明 : 例 1.5.4 中 函数 x 瞩 exp (ia 一 2zBzr ) 当 召 非 负 定时 也 是 特征 函数 . 


. d- 维 随 机 向 量 (&1,… 





也 服从 正 态 分 布 . 




















的 x,x' ( 即 x 关 0,zx' 关 0,z/x' 是 无 理 数 ) 使 得 |%(z)| = 


gz) =1 则 X 是 常数 . 
. 设 $ 是 一 个 有 密度 也 
1) 证 明 : limy_ ,wb$(z) = 0; 

2) 证 明 : (Parseval 等 式 ) 如 果 fe 2(R), 那么 $e 72( 及 ) 且 


数 的 分 布 的 特征 函数 ， 


二 mds J 
ee. 




















下 


.6a) 服从 正 态 分 布 当 且 仅 当 全，… ,6a 的 任何 线性 组 














. (1) 一 个 服从 正 态 分 布 的 d- 维 随机 向 量 (6 ,6o) 独立 ( 即 6 ,6 互相 独 




















立 ) 当 且 仪 当 其 协 方差 矩阵 是 对 角 型 的 . 


(2) 如 果 &€ = (6 
&Q 是 独立 的 . 





. 证 明 : 一 个 分 布 六 是 对 称 的 (AU(-4) = An(4)，4 e 多 ) 当 上 且 仅 当 特 





值 的 . 
































,ta) 服从 正 态 分 布 , 那么 存在 正 交 短 阵 Q 使 得 随机 向 量 











:函数 是 实 


售 
了 

















. 考虑 非 负 实 值 函数 $ 满足 %(-z) = 9(z) 和 %(0) = 1. 证 明 : (Polya 准则 ) 如 









































. 设 57 是 两 个 随机 变 


n 特征 函数 的 乘积 . 


果 乡 在 [0,ce) 上 连续 且 凸 , 则 4 是 一 个 特征 函数 . 

















率 1 取 无 理 数 , 记 pn 是 nX 的 小 数 部 分 的 分 布 . 证 明 : 


六 i 弱 收 化 到 [0,1] 上 均匀 分 布 
总 





量 , 证 明 : 如 果 《 与 独立, 则 & 十 的 特征 函数 等 于 & 与 





10. 


11. 


2 
3; 
14. 


15. 


16. 
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2 Wp 入 一 入 | 并 y x ee 
及 上 密度 函数 为 z 性 Be *lz| 的 分 布 称 为 是 参数 为 和 的 Laplace 分 布 ,计算 


Laplace 分 布 的 特征 函数 . 





A Sd 1 t 2 ly 2 
及 上 密度 函数 为 z 忆 pp t > 0 的 分 布 称 为 是 参数 为 t 的 Cauchy 分 布 . 
TZ 


3 
1) 计算 Cauchy 分 布 的 特征 函数 ; 
2) 证 明 : 两 个 独立 的 服从 参数 分 别 为 t,s 的 Cauchy 分 布 的 随机 变量 之 和 是 
一 个 服从 参数 为 t+s 的 Cauchy 分布 . 

3) 验证 如 果 & 服从 参数 1 的 Cauchy 分 布 , 则 25 的 特征 函数 是 & 的 特征 函数 
的 平方 , 以 此 说 明 两 非 独立 随机 变量 和 的 特征 函数 可 以 是 两 者 的 乘积 . 

是 否 存在 独立 同 分 布 随 机 变量 X,Y 使 得 一 是 [-11 上 均匀 分 布 ? 

证 明 : 当 gq > 2 时 ,tb e-ltl" 不 是 特征 函数 
Bernstein) 设 上 ,7 是 独立 同 分 布 的 平方 可 积 随机 变量 , 如 果 “+7 与 -7 独 
立 , 则 上 ,7 是 正 态 分 布 的 . 
Abel) 如 果 级 数 2 an 收敛 , 那么 级 数 > a,,z” 对 所 有 
























































<1 收敛 , 且 


Ex 


2 nn 
lim > 2 > Oi 
水 下 于 

也 nN 


设 风 是 及 上 一 个 分 布 . 如 果 jy({a}) = jy({5}) = 0, 证 明 : 下 列 公式 成 立 


1 | 全 ee 一 iaz eibz 、 
nu((a,b]) = 一 lim 一 0(z)dz. 
2T 7 一 ce ， _T 17 
































因此 推出 特征 函数 唯一 地 确定 分 布 . 


81.6 条 件数 学 期 望 




















条 件数 学 期 望 是 随机 分 析 理 论 中 一 个 极其 








[hull 














E 要 的 概念 , 在 Markov 过 程 和 款 的 


























研究 中 是 不 可 或 缺 的 ， 它 与 概率 论 中 条 件 概率 的 概念 有 相 类 似 的 地 方 而 又 有 本 质 的 
区 别 . 下 面 我 们 先 给 出 其 定义 . 



































56 随机 过 程 基础 








定义 1.6.1 设 (Q, 多 ,P) 是 一 个 概率 空间 , ogg 是 多 的 子 o- 代数 , 是 (9, 罗 ,了 P) 





本 











上 可 积 随机 变量 , 6 关于 x 的 条 件数 学 期 望 , 记 为 








机 变量 7: 

(1) nm 是 zy 可 测 的 ; 

(2) 对 任何 的 B < 2%, E(&;B) = 
称 为 B 关于 xy 的 条 件 概率 . 另外 , 如 果 {&; 
E(Eléi :i El):= E(tlo(é; :ie 7)). 








可 





















































首先 我 们 需要 证 明 条 件数 学 期 望 的 存在 性 与 唯 








7;B). 


特别 地 , 记 P(B|z) := 


(&1x), 是 指 满 足以 下 条 件 的 随 

















EB (1B | ), 


:i ET 了 } 是 一 族 随机 变量 . 我 们 记 














-性 . 事实 上 ,对 Aew， 
人 








(4) := E(&; 4), 则 jy 是 (9,.xy1) 上 的 有 限 符号 测度 , 再 
那么 容易 验证 jw 之 Py 日 其 Radon-Nikodym 导数 满足 定义 中 的 条 件 (1) 与 (2)， 




































































此 是 一 个 条 件数 学 期 望 . 另外 容易 知道 条 件数 学 期 望 在 几乎 处 处 相等 的 意义 之 下 是 
的 . 以 后 如 无 特别 说 明 , 有 关 条 件数 学 期 望 的 等 式 或 不 等 式 者 












































此 类 问题 . 但 在 本 书 中 我 们 仪 讨论 可 积 的 情况 . 

















等 的 意义 之 下 . 定义 中 , 加 在 上 上 的 可 积 性 条 件 可 以 减弱 ， 








例 1.6.1 设 Qi ,9。 是 Q 的 可 测 分 划 且 PP(Q;) > 0,1<ig<n. 令 





2 :=al{91 








取 可 积 随机 变量 &, 我们 来 计算 E(&|x). 首先 因为 了 



































n 














和 二 




















Si9a) 称 为 是 上 在 9; 上 的 平均 . 




















re) = 2 Tee 


























多 即 表示 全 部 的 信息 . 条 件数 学 期 望 E(t|x ) 表示 在 
或 对 上 的 某 种 意义 的 最 好 估计 . 下 面 我 们 给 出 有 关 条 件数 学 期 望 的 一 些 性 质 . 


























定理 1.6.1 设 &,n,{&%} 是 可 积 随机 变量 . 
(1) 下 (| 再 ) = 6; 如 果 & 与 必 独立 , 则 下 (人 





























of ) 


; Qn}). 


Qi: 


人 $$ Py 是 PP 在 .xf 上 的 限 币 


今 


FE 





是 在 几乎 处 处 相 
有 许多 书 与 文章 专门 讨论 


BE(E|29Y) 是 9f- 可 测 的 , 故 它 是 一 


个 简单 随机 变量 , 形式 为 羡 wlu ,现在 利用 定义 的 条 件 (2) 得 wP(Q) = EB(&; 9;)， 
#1 











上 面 的 例子 是 简单 情况 下 条 件数 学 期 望 的 直观 解释 . 如 将 o- 代数 理解 为 信 | 
已 知 信息 x 下 & 的 局 部 平 蕉 












































&, 特别 地 E(&1{9,8}) = Eé; 
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2) 如 果 € = ao, 则 E(E|2) = a a.s.; 


3) 设 a,b 是 常数 , 则 了 (ae + bn|2) = aE(€|%) + bE(n|Y); 





















































4) 如 果 & < 则 E(€1%) < EE(n|z); 











5) |E(é|%)| < E(El|Y ); 
6) 也 (了 (| )) = Eé; 


7) 如 果 limn cu = € a.s. 且 | 全 和 7 则 







































































lim E(én |) = E(é|). 





证 明 (1), (2), (3) 都 是 显然 的 , 为 证 (4) 对 任何 A € 性 ， 



























































(ECW ) — E(E|%)]; A) = E(E(W — él);A) = E((n — é);A)>0. 














而 E(n|%) 一 EE(8jx) 是 oy 可 测 的 , 故 是 非 负 的 . (5) 由 (4) 推出 . (6) 是 下 面 定理 












































1.6.2(2) 的 推论 . 为 证 (7), 令 2 := supjyn lt&x 一 看 ; 则 Zn 40 且 |Zn| < 2m, 由 控制 













































































收敛 定理 EZ | 0. 而 |E(&%127) 一 (7)| < EE(Z|2f) 且 E(Z。|f) 是 单调 的 , 设 其 





















































极限 是 2, 则 2Z 是 非 负 的 , EZ = E(E(Z12%)) < E(E(Zn|2)) = EZ,, 因此 EZ = 0， 














即 乡 = 0 a.s.. 





定理 1.6.2 ” 设 上 ,7 是 随机 变量 . 
(1) 如 果 & 是 x 可 测 的 , 且 7 和 én 是 可 积 的 , 则 E(&n|2) = E197); 
(2) 如 果 otcC 多 部 是 多 的 子 o- 代数 ,有 昌 & 是 可 积 的 , 则 

































































(RE(E|2)|B) = E(E(E| BZ) ) = EE ). 
































证 明 (1) 只 需 对 非 负 的 &,n 对 就 够 了 . 因 约 (n|zY) 是 oY 可 测 的 , 故我 们 只 需 验 
证 对 任意 4 e .xy, 有 


















































E(é€E(n|% ); A) = E(én; A). 











当 & 是 示 性 函数 时 , 即 《= lc,G € 好, 上 式 显 然 成 立 , 因此 上 式 对 oy 可 测 的 简单 
函数 成 立 , 从 而 对 非 负 可 测 函 数 成 立 . 
(2) 首先 E(&|%) 是 多 可 测 的 , 因此 必 有 E(E(&|%)| 多 ) = E(&|%). 男 一 方面 ， 


对 AeEw, 则 Ae 如 ,出 
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/ 
因此 E(E(£|B)|Y) = 











这 个 定理 
































最 后 , 我 们 还 有 习 

















(El ). 
有 直观 的 解释 , 实际 上 是 全 概率 公式 的 





swap = | ear = 人 El2)dP 

















E 广 , 读者 可 自己 试 着 去 理解 . 

















EE 要 的 Jensen 不 等 式 . 及 的 区 间 (a,b) 上 的 凸 函 


X,Yy E (a,b) 及 p,q 之 0,p 十 g9== 1, 有 


定理 1.6.3 (Jensen) 


如 果 EE(E|x) 有 界 , 则 上 式 左边 两 项 有 界 , 右边 一 项 可 积 . 医 
E(clor)) 关于 oY 可 测 . 两 边 对 of 取 条 件数 学 期 望 得 证 
一 般 地 , 令 G, := 了 { 





A( 























9 的 连续 和 











4 


























数 jp 是 指 对 任何 


g(DpZ 十 90) < ph(x) + qp(y). 


设 & 是 可 积 随机 变量 , $ 是 及 上 的 凸 函数 . 


a 





ES)) 攻 一 














9( 








例 1.6.2 





这 个 概率 在 y 属 了 
望 有 表达 式 ] 


以 上 的 z 己 jy(zly) 就 是 7 = 时 5 的 条 件 分 布 律 . 
一 般 地 , 因为 {7 = y} 可 能 概率 为 零 , 上 面 的 条 件 概 率 无 意义 . 但 是 如 果 


是 连续 型 的 , 即 它们 有 一 个 Borel 可 测 的 密度 函数 f, 记 &,n 的 密 





此 例 说 明 条 件 划 














LE 及 控制 收敛 定理 

















F 7 的 值 域 时 是 


PLE z|n) 一 fen (zx|n 





























性 保证 $ 的 左右 导数 存在 , 令 4 是 其 右 导 数 , 则 4 递增 
)+%(zo) 和 gz) x E R. 将 z,zo 分 别 











ES) + Ol 





(IA) <n), 则 Ge HG, 


上 述 公式 ， 
望 与 条 件 密度 的 关系 . 设 
们 的 联合 分 布 函数 . 设 z,y & 及 , 考虑 条 件 概率 P 





























-905) 可 积 , 则 


2 )) < E(G(E)|Y). 

















对 任何 zo € 及 ， 



































E(E|7)) < bE). 





了 意义 的 , 通常 记 它 为 fen(z|y), 那么 条 件数 学 期 





. 因为 , 当 v 


P(E€= 7,n7=Y)= far(rly)P(n = y=E 











A 是 Borel 可 测 的 , 故 








Jensen 公式 . 


1Q. 因此 





E(é1le.|%)) < E(9(é1le,)|%) = E(lo, $(8€) + 16s $(0)|%). 














(&,n) 是 2 维 随机 变量 , 已 是 它 


5 = zn = 四). 在 离散 的 情况 下 ， 


























属于 n 的 值 域 时 ， 


























(é€, 7n) 
度 函 数 分 别 为 
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P(é < z|n = y) := lim P(é < zln Ee (y— 6,y+6)) 


EE 
济 
I 
EE 














4 右边 的 极限 存在 时 , 如 果 极 限 不 存在 就 定义 为 0. 因为 





人 as / f(s,t)dt 
| = ( 
P(E < zn € (y — 6,y +56)) 


Yy—6, y+6) 





/ f(t)dt 


“ (y—6, y+5) 


广 ee f(s,t)dt 


wo 20 (ys, y+5) 





1 
Ss ; fn(t)dt 


y—6, y+6) 





故 在 几乎 处 处 的 意义 下 


” f(s,y) 
P(E < zly =Y) = 
(€<an=n=/ EE 
右边 的 分 母 为 0 时 看 作 9， 函数 二 2 称 为 是 9 = y 时 & 的 条 件 概率 密度 
Jn 


数 , 是 Borel 可 测 的 , 通常 记 为 fej,(-|y). 同样 地 有 表达 式 





ds, 














吧 





























P(e < zn) = {fenshn)as, 


与 条 件 密度 的 关系 . 


更 一 般 地 , 因为 测度 B 一 P 





此 式 给 出 了 条 件 期 望 














(& < x,n €B) 关于 测度 B 一 P(m & B) 绝对 连续 ， 
] $$ 表示 , 它 是 及 上 的 一 个 几乎 处 处 确定 的 函数 . 
显然 P(E < zn) = %(7). 当然 如 果 P(E < zln = y) 有 意义 时 , 它 与 %(y) 对 于 几乎 所 
有 的 ye R 是 相同 的 . 














我 们 将 其 Radon-Nikodym 导数 
































1. 设 Q=[-1,1], 多 是 0 上 了 Borel 











1 
革 全 体 ,P 是 5 





X 是 可 积 随机 变量 , 计算 

















: E(XIY). 
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2. 设 (X,Y) 服从 参数 为 (a1,a2,02,02,p) 的 二 维 正 态 分布 , 求 E(X|Y). 
3. 设 & 是 随机 变量 , 证 明 : & 与 子 o- 代数 yf 独立 当 且 仅 当 对 任何 有 界 Borel 可 
测 函 数 g, 有 E(g(&)|%) = Eg(é). 
4. 设 随机 变量 X,Y 与 2 独立 ,和 可 积 , 证 明 : E(X|Y,2Z) = E(XIY). 
5. 设 6,7 是 独立 同 分 布 的 可 积 随机 变量 , 证 明 : 
E(élé + 7)= 2 
6. 设 66 是 独立 同 分 布 的 可 积 随机 序列 , S。 := 上 6 十 …: 十 如. 证 明 : 
CR 
n 
7. 设 X 服从 参数 为 (a,0o?) 的 正 态 分 布 , 更 是 标准 正 态 分 布 函数 , 求 了 E8(X). ( 提 
示 : 取 独 立 于 X 的 服从 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 U, 证 明 : 8(X) = P(U < 
XIX).) 
8. 对 有 界 的 随机 变量 “,7 证 明 : 下 (上 E(7| 必 )) = E(nE(&|%)). 
9. 设 (X,Y) 是 2- 维 有 界 随 机 变量 , X 是 oY 可 测 的 ,Y 独立 于 oY. 对 Be 多 (R?)， 
定义 fp(x) := P((z,Y)€ B). 证 明 : P((X,Y)€ Blz)= fp(X). 
10. 设 (Q, 多 ,P) 是 概率 空间 (Q1,F1,Pi) 与 (Q2, Fo,P) 的 乘积 概率 空间 ， 记 
2 :二 {A1 xns:4e8 罗 li} 对 9 上 随机 变量 f, 定义 
g(w1) := ff) pals) 
证 明 : g = E(f|2%) a.s. 
11. 设 gy 是 co- 代数, 非 空 集 4 € uy 称 为 是 zy 的 原子 ,如果 4 没有 非 平 凡 子 集 
在 or 中 . 证 明 E(t|zf) 在 4 上 是 常数 . 
12. 设 > 是 多 的 子 o- 代数 全 体 , & 是 可 积 随机 变量 , 证 明 : {E(x ): 以 € 习 } 是 
一 致 可 积 的 . 
13. 设 外 ,站 独立 可 积 且 EX = EY =0, 证 明 : EI|X| < EIX+Y|. 
14. (1) 如 果 & € L?(Q, 了 多,P), 令 M := (0, ,PP), 证 明 : E(&jx) 是 & 在 闭 子 空 














间 M 上 的 正 交 投影 ; 

















(2) 利 








] (9 多, 了) 在 二 (多 ,PP) 中 稠密 , 证 明 条 件数 学 期 望 的 存在 性 . 


做 一 过 


中 一 早 








随机 过 程 基础 


在 这 一 章 中 , 我 们 将 首先 介绍 随机 过 程 的 理论 定理 : Kolmogorov 相 容 定理 , 这 
实际 上 是 一 个 特殊 的 测度 扩张 定理 , 是 在 无 穷 维 空间 上 构造 测度 的 方法 . 另外 我 





们 将 介绍 一 些 重 要 的 随 





Poisson 过 程 与 Brown 运动 . 其 

































































zs 
机 过 程 , 主要 是 Markov 过 程 , 如 Markov 链 , Lévy 过 程 ， 
望 初学 者 在 了 解 这 些 具体 的 随机 过 程 的 同时 , 对 概 




















率 论 及 一 般 随机 过 程 理论 有 一 个 系统 而 直观 的 认识 . 


82.1 


设 T 是 一 个 指标 集 

















随机 过 程 与 无 穷 乘 积 空间 上 的 测度 





, 它 可 以 是 任意 的 ， 


集 Z+ = {0,1,2,…} 或 非 负 实数 集 R+ = 














间 集 与 连续 时 间 仙 








uy 





下 面 

















定义 2.1.1 设 (9, 多， 


五 上 的 可 测 映射 族 X = 


的 随机 过 程 . 在 上 下 文明 确 时 , 简 




















| 








随机 变量 , 随机 向 量 





例 2.1.1 








也 可 以 是 及 的 一 个 子 集 . 
P) 是 一 个 概率 空间 ，( 书 ,8) 是 一 个 可 测 空间 , 则 一 个 取 值 在 





简单 也 最 早 被 人 们 五 


(Xi :tET) 称 为 是 





口 












































! 在 本 书 中 , 我 们 一 般 取 T 是 非 负 整数 











称 为 瓦 - 值 随机 过 程 或 随机 过 程 . 当 已 是 实数 空间 
或 复数 空间 时 , 分 别称 过 程 是 实 值 过 程 与 复 值 过 程 . 特别 地 , 如 果 需 要 , 我 们 可 以 
看 成 为 随机 过 程 . 
究 的 随机 过 程 是 随机 游 动 . 设 {&, : n > 1} 是 某 





0,co) 或 它们 的 子 集 , 分 别称 为 离散 时 





当 我 们 说 时 间 集 时 , 是 指 两 者 之 一 . 实际 上 在 许多 情况 下 ， 








-个 (0, 了 多,P) 上 以 (EB,8) 为 状态 空间 























[9 





最 
个 概率 空间 上 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 且 都 服从 Bernoulli 分 布 , 即 





















































En 2 —1) 二 4， 


其 中 p,g > 0, p 十 9 = 1. 称 这 样 的 随机 序列 为 Bernoulli (随机 ) 序 列 . Bernoulli 序 
列 的 存在 性 在 直观 上 是 显然 的 , 但 我 们 将 妖 
































E 下 一 节 证 明 . 这 相当 于 甲乙 两 人 用 某 种 
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固定 的 方法 与 规则 进行 一 系列 独立 的 赌博 . 无 疑 Bernoulli 序列 {6 : n > 1} 是 一 个 
随机 过 程 , 但 更 有 意思 的 是 下 面 的 过 程 . 让 值 1 表示 甲 赢 , 这 时 他 得 到 1 元 钱 ; 什 
1 表示 甲 输 , 这 时 他 付出 1 元 钱 . 记 5 为 n 次 赌博 后 , 甲 所 拥有 的 赌资 . 任 取 整 











































































































数值 随机 变量 S56 并 令 9 = So 十 科 ,n>1. 自然 {5 :n>0} 也 是 一 个 随机 过 
= 





程 , 称 为 是 随机 游 动 . 如 果 So = xz eZ, 称 {5%} 是 从 z 出 发 的 随机 游 动 . 0 
例 2.1.2 设 Q= [0,1], 多 = 多 [0,1],P 了 是 [0,1] 上 Lebesgue 测度 .对 te 1[0,1], 令 
六 4(w) := 410.4(w%), 则 (Xi :te [0,1]) 是 一 个 随机 过 程 . | 
随机 过 程 就 是 随机 变量 的 集合 , 随机 过 程 的 分 布 是 由 有 限 维 分 布 族 来 描述 . 一 
个 具有 给 定 分 布 的 随机 过 程 的 存在 性 远 不 是 一 件 平凡 的 
在 20 世 纪 30 年 代 证 明 的 , 是 随机 过 程 的 理论 基础 . 首先 让 我 们 引入 随机 过 程 的 有 限 
维 分 布 族 的 概念 . 下 面 描述 随机 过 程 时 , 通常 要 涉及 较 多 的 符号 , 我 们 期 望 读者 能 熟 
悉 下 面 的 符号 , 以 帮助 理解 随机 过 程 的 概念 . 
设 (Q， 0 是 概率 空间 , X = (X4, :t ET) 是 其 上 的 以 (8,8) 为 状态 空间 的 
随机 过 程 . 用 .94 表示 TT 的 有 序 的 有 限 子 集 全 体 , 即 

































































事情 , 它 是 由 Kolmogorov 
























































































































































IT := {ty ti) N21, tt, ,tn ET}. 
对 1= (iy yy € -GT， 记 E” 为 E!, XI 或 到 人) 是 映射 


WwW (Xi (w) ;Xi (w))， 




















则 Xr 是 9 到 E! 的 可 测 映 射 . HT 表示 空间 (EB!,E@!1) 上 由 Xi 诱导 的 测度 
XI 1 即 P 了 在 XX: 下 的 像 测 度 . 确切 地 ， 对 任何 Ai,::., A, EC 








Ht (A xxX4n) = 了 下 XeE4 ,Xt, € A,). 


n 











再 记 gx := {ji : Te .后 }， 它 称 为 随机 过 程 X 的 有 限 维 分 布 族 . 
定理 2.1.1 ”随机 过 程 X 的 有 限 维 分 布 族 由 过 程 唯一 决定 且 满 足下 面 的 性 质 : 
(1) 模 向 相 容 : 对 于 工 = 人 如) € 77 及 (1,2,… ,n) 的 一 个 转换 o, 记 


o(71) :一 (站 jbo)); 则 
















































































Kal(7) = HTroa , 














上 式 中 c 表示 由 置换 诱导 的 EB 上 华 标 置换 : 


(2) 





























人 (Le 0 > (Ze 


纵向 相 容 : 设 了 = (机 ,…: 


l1<kg<n 有 B= 加, 则 























LI(B1 xX:::x Bx...x B,) 








= pur, (Bi XX 太太 < x BE+1 > 
其 中 Tx 4 (不 1 
证 明 因为 {Xt € 万} = Q, 故 (2) 由 定义 容易 验证 . 对 本 











完成 证 明 . 
当 丁 是 全 序 集 时 ,横向 相 容 是 不 那么 重要 的 , 因为 对 任何 工 = (ti,… ,th) € .后 ， 
以 假设 它 可 以 排 成 五 < …- 
后 面 我 们 将 看 到 过 程 的 有 限 维 分 布 族 是 研究 随机 过 
过 程 本 身 更 为 重要 . 一 般 说 来 , 不 同 
次. 因此 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 























定义 2.1 


限 维 分 布 


(2) 两 个 定义 在 同一 个 概率 空间 





有 的 w 











我 们 总 可 


它 比 随机 


ye) € -9T， 已 1 …， 








) BEC) 


,Bn € 8@, 如 果 对 某 个 























Het (Ai 2 A,) 


= 卫 (X， 


o(1) 





€ Aiy* ,Xt 


a(n 














"(1), 也 是 由 定义 








:An) 


= A A ) 


= pr(Ao-i0) XX As-i(n)) 





Li(o (A x x A,)). 










































































.2 “(1) 分 别 在 概率 空间 (Q, 多,P) 和 
(已 ,B) 与 相同 的 指标 集 T 的 随机 过 程 X, X' 称 为 是 等 价 的 , 如 果 它 们 有 相同 的 有 


























< tt. 






































程 的 一 个 很 好 的 工具 , 有 时 














族 , 即 对 任何 Te . 古 , XI1(P) = 和 人 (下 ). 
上 具 同 一 个 状态 空间 的 随机 过 程 X, X' 称 为 是 
互 为 修正 , 如 果 对 任何 t €E T, Xt = X/ a.s.. 它们 称 为 是 不 可 区 别 的 , 如 果 对 几乎 所 
Q, Xi(w) = X/(w) 对 所 有 的 写成 立 . 




















1 (Q', 多 'P') 上 且 有 相同 的 状态 空间 


的 随机 过 程 可 能 有 相同 的 有 限 维 分 布 
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显然 , 如 果 针 和 XX 
则 它们 一 定 是 等 价 的 . 
例 2.1.3 
0, X/(w) = 10 (w), 则 
设 丁 是 R 的 一 个 
以 瓦 为 状态 空间 的 随机 过 
在 teT 处 随机 连续 


(Xi) 





过 程 . 


区 间 , 万 


是 不 可 


设 了 PP 是 ([0,1], 多 (0.1])) 上 的 Lebesgue 测 
与 (X)) 互 为 修正 , 但 非 不 可 


. 如 果 它 在 任意 / 








区 别 的 ， 








是 一 个 度量 空间 , X = 


时 ， Xs 








易 见 上 例 中 的 两 个 过 程 都 是 随机 


人 


别 随机 变量 的 一 个 集合 
轨道 . 对 任何 we Q,tm Xi(w 


县 





EE 











Er 在 VY 
喝 悦己 \ 


) 











一 个 拓扑 空 











NY 





(对 应 地 
样 
同 . 在 后 思 


反 过 来 ,在 上 面 











] 将 分 别 

随机 过 程 的 有 限 维 分 布 的 
容易 计算 的 量 是 均值 函数 与 
称 为 可 积 的 , 如 果 对 任何 t € 








, 我 人 

















四 








间 , 我 们 通常 要 考虑 轨 
地 , 左 连续 , 右 连续 并 存在 左 极限 ， 
, 左 连续 , 右 连续 并 存在 左 极 限 , 等 对 
的 例 2.1. 
本 轨道 都 在 某 个 点 间断 . 因此 


讨论 Poisson 过 程 , Brown 运动 ， 











面 对 于 随机 过 
将 它们 作为 
的 映 
某 种 正 贝 






































, 称 为 是 w 的 样 
性 . 称 随机 过 程 X 是 右 











等 对 应 性 质 ) 的 , 如 果 


则 它们 互 为 修正 , 而 车 X 和 X' 互 为 修 ] 


度 , 对 t,w € [0,1]，, 
区 别 的 . 

(Xi :tcET) 是 
以 概率 收敛 于 Xi, 则 称 过 
处 随机 连续 , 则 称 X 随机 





令 Xi(w) 


(Q ,多 ,了 下) 上 
程 XX 





程 的 考虑 是 将 它们 作为 个 


一 个 整体 考 





儿 乎 所 

















应 性 








3 中 , X 是 一 





质 ) 的 . 


个 连续 过 程 , X’ 不 是 ， 








本 轨 


样本 轨道 是 


处, 即 考 虑 样本 
连续 (对 应 

是 右 连 
的 过 程 是 随机 
因为 它 的 所 有 


设 妃 是 





[4 


























我 们 可 





以 看 出 , 过 程 的 随 

















重要 性 





机 连续 与 连续 有 


巩 等 过 程 的 多 








本 质 的 不 
E 则 性 问题 











L 道 了 




















主要 表现 在 理论 方 





面 , 在 


实际 














外 方差 函 
T, 








|Xi| < co, 这 时 























函数 ; 称 为 是 平方 可 


积 的 , 如 果 对 作 


人 





t E T， 








三 


一 个 复 或 实 值 随机 
m(t) := 


Xi? < 00; 





称 为 是 一 


了 过程-. 基 二 


EX 称 为 是 过 程 


加 
问题 中 , 两 个 更 
(Xi::teT) 
的 均值 
致 可 积 的 , 如 果 











{X: 


:+t > 0} 是 一 列 
[Xi(w)| < 





可 


积 的 随机 变量 








C 对 任 伍 


K(t,s) := cov(Xi1, Xs) = E(X: — EXi)(X, — EX,), t,s ET. 





容易 验证 协 方差 函数 满足 下 列 性 质 : 
(1) K 是 共 轿 对 称 的 , 即 K(s， 





Ik 





族 ; 称 为 
t,w 成 立 . 若 和 是 平方 可 


t) = 
(2) K 是 非 负 定 的 , 即 对 任何 cu, …: 


>》， cK (ti, tr)ck 


K(t,s), 











AL 





:有 界 的 , 如 果 存 在 常数 C > 0, 使 得 








积 过 


过 程 , 我 们 定义 过 程 的 协 方差 函数 

















s,tEelT; 


,Cn = ,tn ET, 有 


过 0. 
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例 2.1.4 (Gauss 过 程 ) 概率 空间 (Q ,多 ,了 P) 上 的 实 值 随机 过 程 X = (X, :teT) 称 
为 是 Gauss 过 程 , 如 果 它 的 每 一 个 有 限 维 分 布 都 是 Gauss 分 布 . 进一步 , 一 个 Gauss 
过 程 称 为 是 中 心 化 的 Gauss 过 程 , 如 果 EEX, = 0, t ET. 设 (0Q, 多,P) 是 概率 空间 ， 
€ 是 服从 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 , 对 上 > 0, 令 Xi = &t, 则 (Xi) 是 一 个 平方 可 积 
的 随机 过 程 且 EX? = 如, K(t,s) = 好. 男 外 对 厂 ,… ,tn ET, 有限 维 分 布 是 一 个 退 
化 的 正 态 分 布 , 其 特征 函数 是 

































































中 z R"”, B= (ti ,tn) (ti, ,tn). | 














例 2.1.5 (平稳 过 程 ) 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 状态 空间 为 的 随机 过 程 X = (X,: 
ti ET) 称 为 是 平稳 过 程 , 如 果 其 有 限 维 分 布 族 是 平移 不 变 的 . 精确 地 说 T 是 一 个 时 
间 半 群 , 即 对 加 法 封闭 , 且 对 任何 二,...,tn,t ET, Ai,...,An E48, 有 



































P(X 4 € Ai,..., Xi tt EE An)= P(X € Ai,..., Xt, € A,). 


这 也 常 称 为 是 严格 的 平稳 过 程 | 
例 2.1.6 (独立 增 量 过 程 ) 设 T= [0oco) 或 {1012 和 = (X::teTT) 
是 一 个 以 局 部 紧 Abel 加 群 (G,+) 为 状态 空间 的 随机 过 程 , 如 果 对 任何 0 < 
和 .Xi -Xi ,X 相互 独立 , 称 X 是 一 个 独立 增 
量 过 程 . 令 多 i := o({X,: s < 如 ), 包含 的 是 过 程 的 过 去 直到 时 刻 t 的 信息 . 
因为 Xt, 一 Xs, ] 以 相互 线性 表示 ， 
故 XX 是 独立 增 量 当 且 仅 当 对 任何 t > s， Xi 一 六, 与 多 。 独 立 ， 如 果 进 一 步 
对 任何 t > s, Xi 一头。 与 XX:_s 一 Xo 同 分 布 , 称 X 是 平稳 独立 增 量 过 程 的 或 
空间 齐 次 过 程 . 我 们 来 计算 独立 增 量 过 程 X 的 有 限 维 分 布 族 . 对 t+> s > 0， 
Ae€ BG), 信 ps1(A) := P(X, — Xs, € A), 1(A) := P(Xo € A), A e 多 (R'), 则 对 





tn,, XX: 



































| 





“Xi 一 Xi, Xi ,GR 





2 






























































0 二 t0 之 三 之 之 tt (Xi 一 1， ,Xi 一 Xt,，Xi,) 的 联合 分 布 是 


Hi at XX to XH. 








为 此 对 ho, A1,:…, An € ZB(R'), 








P(X;,, € Ao, Xi € Ai,.…- ,Xi € A,) 








二 / L(dxo) so (dT1) Nt to (dzn) 


To 二 TiEAi,0S<i<n 


= J) HL(dyo) htt (dy 一 yo) He, ta(dyn — Yn 1), 


Vi€E Ai,0<i<n 














其 中 最 后 一 个 等 式 由 变量 替换 : 











Wi 一 020 十 X1 十 十 2 i= 0,1,.…. ,nN 














完成 , 其 中 对 任何 测度 j, 符号 ju(dy 一 zx) 表示 测度 4 呈 AU(4 一 x). 另外 容易 验证 

















X 是 平稳 独立 增 量 过 程 当 且 仅 当 对 任何 s > 0, 过 程 t 性 Xi, 一 XX 与 多 独立 且 
与 过 程 ti X, Xo 等 价 . 0 
例 2.1.7 (广义 平稳 过 程 与 正 交 增 量 过 程 ) 设 T= R (或 T= 2Z). 一 个 复 值 平方 可 











积 过 程 (Xi : t ET) 称 为 是 二 -连续 的 , 如 果 过 程 X 看 作 T 到 (0, 多 ,P) 的 映射 
是 连续 的 . 一 个 2- 连 续 的 随机 过 程 称 为 广义 平稳 过 程 , 在 这 里 我 们 简称 为 平稳 过 
程 , 如 果 其 均值 函数 是 常数 且 协 方差 函数 KK(t,s) 只 与 s 一 t+ 有关, 即 存 在 TT 上 函数 
KK, 使 得 KK(t,s) = KK(s 一 , s,t ET. 那么 我 们 有 














































































































1) +eo > K(0) > 0; 
2) K 是 共 斩 对 称 的 , 即 K(-t) = K(t), t eT; 
)K 


非 四 定 的 , 即 对 任何 人 T, 有 




















3 








如 





DSK(t; tr)ce >0 


I,k 











Bochner-Khinchin 定理 , 存在 及 上 有 限 测 度 ww， 使 
































rwW=/° te (dr). 











显然 过 程 是 实 值 的 当 且 仅 当 jp 是 对 称 的 . (如 果 丁 = 2Z, 则 K 是 一 个 序列 , 这 时 
将 集中 在 区 间 [-r,r) 上 ， 以 下 的 讨论 是 平行 的 .) 车 令 F(x) := AU((-oo,7])， 
zx €E R, 则 F 是 单 增 右 连 续 有 界 函 数 , 且 F(-00) = 0,F(+00) = 天 (0). 和 万 
K 唯一 决定 , 分 别称 为 是 平稳 过 程 X 的 谱 测度 与 谱 函 数 . w 有 密度 时 , 密度 函数 称 
为 是 X 的 谱 密 度 . 

为 了 i 步 讨 论 过 程 的 谱 表 示 , 我 们 首先 介绍 正 交 增 量 过 程 ， 以 下 为 指 
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标 
































Zi 二 0, ZE 及 且 对 任何 zl < zx。 < za < x4, 有 








E(Zi, — Zis)(Zzs — Zz,)= 0. 





设 2 是 一 个 正 交 增 量 过 程 , 则 存在 T 上 单调 增加 的 函数 入 z 




















2 — Ge = Az(y) — Mz (7). 



































的 复 值 平方 可 积 随机 过 程 2 = (2Z。: x € T) 称 为 是 








E 交 增 量 过 程 , 如果 


得 


对 任何 y > z， 


人 4 可 





事实 上 ， 由 正 交 性 ， 对 任何 zi < Za < TX3, BE|Z,, | = RB|Z7, 





2 | 


























Zs]. 因此 , 函数 Xz(z) := sgn(z)E|2Zs 一 Zo|*,， x ET 满足 要 求 . 








满足 上 述 条 件 的 和 Az 在 相差 一 个 常数 不 计 的 条 件 下 是 唯 

















的 . 












































稳 过 程 XX, 不 妨 设 m = EX = 0, (否则 , 考虑 XI = Xi 一 m.) 











量 过 程 Z 的 指标 函数 . 由 它 决 定 的 测度 wz 称 为 是 指标 测度 . 现在 3 





2 |2:, 





它 称 为 是 正 交 增 


我 们 回 到 广义 了 


以 





那么 9 在 L?(p) 中 是 稠 线性 子 空间 (注意 这 个 事实 并 不 是 平凡 的 ) 对 厂 : z 

















也 m™m 
2 cjez0 g:rrm 2 bje™®s, 令 
j=1 j=1 


F:= YcX,, G := y bj X,,, 
j=1 j=1 


则 f,g Ee 多 ,而 FG EL*(0, 多 ,P). 计算 FG 的 元 2?- 内 积 ， 


m 


nn 
(F, G)L2(F) 一 > ， cj Xe >， bj;X,, 














j=1 j=1 
一 >》， cb K (sk 一 t;) 
j=1 k=1 
= | DD ends) 
R j=1 k=1 





= | Fajgta)ulas) = (F920 
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日 上 述 结论 , 映射 T:f 忆 是 良 定义 的 , 且 是 乡 CL?(n) 到 L?(P) 的 线性 的 保持 
NN 积 不 变 的 一 个 映射 , 它 可 以 连续 地 延 拓 到 L?(y) 上 , 并 且 仍 然 是 线性 的 和 保持 内 
积 不 变 . 现在 对 zx €E T, 令 2 := 了 (1(_w,a]),; 则 2Z= (Zs :ze€ET) 是 一 个 平方 可 积 
的 复 值 过 程 , 注意 2。 是 几乎 处 处 相等 的 意义 下 唯一 决定 的 . 由 工 的 性 质 , 2 是 一 个 
期 望 为 零 的 正 交 增 量 过 程 , 且 其 指标 函数 恰 是 F. 
反 过 来 , 设 2 = (2Z。 : x ET) 是 复 值 正 交 增 量 过 程 且 其 指标 测度 wz 有 限 . 令 




















































































































( ” 1 
Go = Dl, ee i 
\i=1 J 


对 f Go 有 表示 f 2 cjl(z zi]， 定义 


j=1 














n 


1(f) := 2 oi(Zs, - Zs, 1). 


j=1 





















































不 难 验证 , 定义 无 歧义 . 再 取 g e 多 有 表示 g = 对 bj1(。，,,s,1. 这 里 我 们 有 理由 设 
j=1 











f,g 有 同样 的 分 点 , 因为 和 否则, 我 们 可 以 加 细 分 点 . 现在 类 似 地 计算 I(f)，I(g) 在 
,了 ) 中 的 内 积 











BS 


A 














(I(f),T(g))z2(r,) = > 可 IE[I(Z。 — Zo, 1) (Zs, — Zo, 1) 


jk=1 


-> j[Az (7;) — 和 2 (Tj-1)| = (f,9) L202): 











因 % 在 2(jz), 同 理 可 以 将 了 延 拓 为 L(y) 到 ?2(P) 的 线性 的 和 保持 内 积 不 变 映 
射 . 令 XU := I(ei**), 则 EX = 0， 
































EX) = (Tle®), Te atn) = f ends), 
下 




















因此 X =(X, :te 了 BR) 是 平稳 过 程 且 其 谱 测 度 是 /， 
我 们 经 常 也 写 IT(f) 为 积分 形式 | fd2, 称 为 是 f 关于 正 交 增 量 过 程 2 的 积 
这 个 积分 并 不 是 通常 Stieltjes 意义 下 的 积分 , 事实 上 轨道 z 五 2Z,(w) 一 般 地 不 是 有 









































界 变 差 的 , 称 它 为 积分 是 因为 映射 了 与 积分 有 着 完全 类 似 的 怕 
们 立即 得 到 下 列 定理 . 

















E 质 . 总 结 上 面 讨论 , 我 





定理 2.1.2 ” 谱 测 度 为 上 且 零 均值 的 广义 平稳 过 程 X 与 指标 测度 为 4 的 正 交 增 量 





过 程 一 一 对 应 . 更 多 地 , 存在 一 个 等 距 拱 入 映射 了 :LL?(R, 多 ,1) -一 L?(Q, 多 ,P), 使 
得 2 = TT(1(_ wa), XZ ER, 而 X= 了 7(94), 其 中 $i(x)= ei,teR. 


定理 中 的 过 程 2 称 为 是 平稳 过 程 X 的 谱 过 程 . 通俗 地 讲 , 平 稳 过 程 总 是 一 个 正 




















交 增 量 过 程 的 Fourier 变换 . 








1. 证 明 : 如 果 针 是 o(X, :teET) 可 测 的 , 则 存在 可 列 
alXi :teS) 可 测 的 . 











Tm, 




















SCT, 使 得 X 是 








2. 设 (X :teT) 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 随机 过 程 , X 是 可 积 随机 变量 . 证 明 : 








存在 可 列 集 9 CT, 使 得 





E(XIX :teT)= E(X|X,:tes). 





3. 设 KK 是 TxT 上 对 称 , 非 负 定 实 值 函 数 . 证 明 : 存在 一 
程 , 其 协 方差 函数 恰 是 五. 














个 中 心 化 的 Gauss 过 














4. 设 下 是 个 区 间 ,X = (X, :teT) 是 独立 随机 变量 族 ， 








-都 服从 以 p 为 密度 的 








分 布 , 证 明 : X 在 任意 点 上 ET 处 都 不 是 随机 连续 的 . 问 
间 的 情况 下 , 独立 随机 变量 族 不 是 一 个 好 的 随机 过 程 . 




















5. 证 明 : X 是 平稳 独立 增 量 过 程 当 且 仅 当 对 任何 s > 0, 过 程 上 一 Xtjs 一 六, 与 


























多。 独立 且 与 过 程 上 一 Xi 一 Xo 等 价 . 











题 说 明 , 至 少 在 连续 时 





6. 设 工 是 个 区 间 . 证 明 : 实 值 随机 过 程 X 在 T 上 随机 连续 当 且 仅 当 (bs) rnt 


在 TxT 上 以 弱 收 敛 的 拓扑 连续 ( 弱 连 续 ). 





7. 设 是 个 区 间 , 实 值 过 程 X 随机 连续 . 证 明 : 如 果 X 的 几乎 所 有 轨道 在 人 








点 t ET 处 右 极 限 存 在 , 则 X 有 一 个 右 连续 修正 . 
8. 设 丁 是 个 区 间 , XX 是 平方 可 积 过 程 . 证 明 : 和 在 工 


(t,s) 下 XIX。 在 TxT 上 连续 . 
































舍 
DD 
涡 





























F Z2 -连续 当 且 仅 当 





































































































70 ”随机 过 程 基础 
9. 设 广 ,… ,fn 是 区 间 十 上 的 函数 , 6 ,én 是 不 相关 随机 变量 , 方差 分 别 为 
10. 如 果 过 程 X,X 是 右 连续 的 (或 左 连续 ), 那么 它们 互 为 修正 缠 仿 着 它们 是 不 可 
区 分 的 . 
11. 设 4,7 是 非 负 随机 变量 , 9 是 独立 于 4,7 且 服 从 [0,2r) 上 均匀 分 布 的 随机 变 
量 , 令 X := A cos(mt 十 0), 证 明 : X 是 一 个 广义 平稳 过 程 . 求 X 的 谱 过 程 . 
1 
12. 设 {XX : mnEZ} 是 独立 随机 变量 列 且 P(X 1D)= P(X, =1)= 5. 
CR me 
和 攻 = Se 91i 29 
显然 5;, 在 点 点 收敛 的 意义 下 可 以 被 定义 . 验证 {5% : n € Z} 是 一 个 正 交 增 量 




















过 程 , 其 指标 函数 为 





82.2 ”有 限 维 分 布 族 与 相 容 定理 





在 上 面 , 我 们 定义 了 独立 增 量 过 程 , 平稳 过 程 , Gauss 过 程 等 , 但 定义 本 身 不 保 














证 这 样 的 随机 过 程 存在 , 这 一 节 我 们 将 主要 讨论 随机 过 程 的 存在 性 问题 . 设 (EE,@) 


[a) 








全 


个 可 测 空 间 , 集合 
9= {ur:Te sr} 








称 为 是 一 个 上 的 有 限 维 分 布 族 , 如 果 对 每 个 Te 91, pr 是 乘积 空间 BE! 上 的 概 


率 况 











I 度 . BB 上 的 有 限 维 分 布 族 乡 = {pr :Te AI} 称 为 是 相 容 的 , 如 果 它 满足 上 贡 





定理 











2.1.1 的 条 件 (1), (2), 即 横向 相 容 与 纵向 相 容 . 从 上 一 节 的 结论 知道 一 个 随机 


过 程 产生 的 有 限 维 分 布 族 总 是 相 容 的 , 那么 给 定 BB 上 的 一 个 相 容 的 有 限 维 分 布 族 


) 




















是 否 存 在 一 个 概率 空间 (Q, 多 ,PP) 和 其 上 的 一 个 随机 过 程 XX 使 铸 的 有 限 维 分 























布 族 恰 是 给 定 的 有 限 维 分 布 族 ? 如 果 存 在 , 就 说 有 限 维 分 布 族 人 可 以 实现 , 而 概率 















































空间 (9, 多,P) 和 过 程 X 是 9 的 一 个 实现 , 简单 地 重 述 上 面 的 问题 : 一 个 相 容 的 有 
限 维 分 布 族 是 否 一 定 可 以 实现 ? 
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先 让 我 们 引入 典 则 空间 的 概念 , 它 将 在 随机 过 程 的 构造 理论 中 扮演 重要 的 
色 . 用 E' 表示 从 TT 到 万 中 的 映射 z = (z(t) :te€ET) 全 体 组 成 的 集合 , B' 中 的 元 
素 有 时 也 称 为 轨道 , 而 B"7 通常 称 为 轨道 空间 , 它 实际 上 是 B 的 TT 次 自 乘 的 乘积 空 
间 , 当 T 有 限时 , 就 是 通常 的 乘积 空间 . 对 于 z € B', 令 Zi(z) := z(t), 它 是 BT 到 
上 的 投影 , 也 称 为 坐标 算 子 , 因为 z(t) 也 称 为 xz 在 t 处 的 坐标 . 让 ET 是 BT" 上 
让 所 有 投影 {2Z4, : teE TT} 成 为 可 测 映射 的 最 小 o- 代数 ， 即 






































































































































@' :=o({Zi:teT}). 
对 了 = ti) ti) € JT, TE B', 令 
$7 = Bays) (TF) := (L(t) ,T(tn)), 
则 gr 是 EB" 到 EB 上 的 投影 . 对 任何 H € 2 1 


97 (H) 一 {ZE 万 : (z(t1),.… ,z(tn)) E 石上 














E' 的 形式 如 上 的 子 集 称 为 是 EB"' 的 一 个 柱 集 . 记 互 " 的 所 有 柱 集 为 





























@ := {967 (H): Te 后 ,万 EC 





一 般 地 @ 不 是 o- 代数 (除非 下 是 有 限 的 ). 


合 60 是 一 个 代数 且 @ = o(@0). 












































引 理 2.2.1 柱 集 的 








a 


























证 明 后 一 个 结论 是 显然 的 . 现在 证 &T 是 一 个 代数 ,由 定 义 直接 推出 @,Q € ET， 

















20 对 补 集运 算 封闭 另外 容易 看 出 , 对 任何 了 = (ti,… ,ty) € ZI1,H El 











teT, 有 











$7 (H)= $7 (H'), 














其 中 也 := (和 ti-1,t, ti, tn) € -GT 而 





刀 ':={(zi ,Tn41) EB! : (Zn 所 H}, 














那么 对 柱 集 $7 "(HH1),， 87 (HH2), 存在 TE 47, H1, Hs € 61 使 得 


$7 (Hi) = $7 (HI), $7 (Hs) = $7 (HS), 











则 $7 (HI)U pi (H2) = 687 (HIU 天 )€ 60, 即 60 对 有 限 并 封闭 . 
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可 测 空间 (BT',@') 
te T) 是 一 个 随机 过 程 ， 
设 了 = (Xe:teT 
-个 自 


为 &, 即 





那么 对 任何 Te .fr, XI 
引 理 2.2.2 
( 


(2 
的 像 测 


1) 《是 可 测 映 射 ; 


沁 





证 明 





取 柱 集 $7 ( 互 )， 


E€-1(@81)C 多 ,证 明了 (1). 为 证 (2), 任 取 Ie .949, XX 的 有 
概率 是 2 的 有 
分 布 族 可 以 在 


则 过 程 的 有 限 维 分 布 族 恰 是 给 定 的 有 限 维 





(Po 1)e%7 ,最 后 


说 一 个 有 限 维 























使 得 











了 对 与 (BT,ET,Pof-1) 上 的 











也 称 为 是 
称 为 是 典 则 


) 是 (0, 多， 


则 空间 . 


过 程 . 






























































则 空间 上 的 坐标 算 子 全 体 Z = (2 : 





P) 上 的 瑟 - 


然 的 映射 , 它 将 we 9 上 遇 到 w 在 加 上 的 轨迹 : t Xi(wo), t ET, 记 此 映射 








值 随机 过 程 , 则 9 到 典 则 空间 Em 有 


























则 过 程 的 关系 . 








€(w)(t) = Xi(w), w EE Qt eTT. 
= %ro6. 下 面 的 定理 说 明 过 程 与 








设 :0 一 Bm 是 如 上 定义 的 映射 . 

















则 过 程 








则 上 1(%7 (五 )) = 


限 


2 是 等 价 的 , 其 中 了 Po6 : 是 下 十 





EF € 


X 六 (五 )， 因 此 E71(E61)C 多 ,从 而 


限 维 分 布 kr = 了 PoX7 



































则 空间 














引 理 2.2.2 的 男 一 种 叙述 方式 . 


引 理 2.2.3 一 个 有 限 维 





分 布 族 有 一 个 实现 当 











下 面 我 们 将 证 


定理 2.2.1 (Kolmogorov) 














则 (EE,@) 上 的 任何 相 容 的 有 限 维 分 布 族 一 定 有 

证 明 设 9= {hi: 

在 柱 集 类 2 上 构造 一 个 集 函 数 PP 如 下 : 
P(%7 (H)) := 


一 个 柱 集 可 以 有 不 同 的 





bs) Ai 人 42) pi) (A2 * A1), 但 


明 本 节 的 主要 结果 , 它 通 


AL, 


















































上 实现 , 如 果 
布 】 





a 
| 宇 加 


FE 


上 有 一 个 概率 P 
面 引 理 实际 上 是 








分 






































仅 当 它 可 以 在 典 则 空间 上 实现 . 

















也 称 为 Kolmogorov 相 容 定理 . 














设 巨 是 完备 可 分 





度量 空间 , 8 是 对 


[应 的 Borel o- 代数 ， 














TE 541} 是 (B,8) 上 的 一 个 相 容 的 有 限 维 分 布 族 . 








个 实现 . 
让 我 们 先 





ui(H), Te .三 Heel!. 

















表示 , 但 由 分 布 族 




















的 相 容 性 , 上 述 定义 不 会 产生 歧义 . 例如 
9 的 横向 相 容 性 ,pu sj(4i x 42) = 
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jo (42 x A1); 又 8ili (41 x ) = 81)(41), 但 同样 9 的 纵向 相 容 性 推出 











Kts)(A1 x 互 ) = ja)(41). (读者 不 妨 自己 写 出 一 个 严格 的 证 明 .) 因为 如 是 一 





























个 代数 , 由 测度 扩张 定理 , 只 要 能 证 明正 是 名 上 的 一 个 预 概率 测度 , 它 使 可 以 扩张 
























































到 8 上 成 为 一 个 概率 测度 , 而 且 由 上 面 的 定义 容易 看 出 在 PP 下 典 则 过 程 的 有 限 维 
分 布 族 恰 是 9. 
容易 验证 正在 ( 瑟 " ,如 ) 上 有 下 列 性 质 : 
































1) P(E') = 1, P(g) = 0; 





2) 如 果 A € 6@7, P(A4°) = 1- P(A); 
































3) (有 限 可 加 性 ) 如 果 4,BeE E67 且 ANnB=g, 则 








P(AUB)= P(A)+P(B). 























我 们 仅 需 验证 P 是 上 连续 的 , 即 取 一 列 单调 下 降 且 交 为 空 集 的 柱 集 {4,} 
必 有 P(4,) | 0， 假设 不 然 , 存在 e > 0, 使 P(4,) > ce 对 于 柱 集 列 , 我 们 






































总 可 以 取 一 个 时 间 列 {tw} CT 及 H&E 6", 使 得 4 = 86.6.)(Hn), 那么 





pe) 二 P(A4%) > e. 因 万 从 而 Br 是 完备 可 分 度量 空间 , 任何 其 上 的 有 限 























测度 都 是 正则 的 (参考 [28]), 即 有 紧 集 K;, C 万 使 


€ 
Ht, ta ) (Hn \ Kn) < on 




















令 Bn, := V7)(Kn), 则 


€ 
P(A,\B,) ED Ht ta ) (Hn \K,) Ss Dn 


记 Cn := 门 .< Ba, 那么 


P(A, — Cu) = P(L (4,\B;)) 


k<n 


< P( U (Ax\Bx)) 


次 过 条 


k<n 
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夏 P(C,,) > P(A4) - e> 0, OC。 自然 是 非 空 的 , 取 z() ec C,. 因 {C} 是 单调 下 降 
的 , 故 对 1 < n, ze e CC Bi, 即 














(zt (ztn)(ta) ,T(t ) € K. 




















于 Kl 紧 , 任意 固定 4 点 列 {z(t) : n 之 1} 有 收敛 子 列 , 由 对 角 线 法 , 存在 
个 自然 数 子 列 {ni}, 使 对 任何 1， {zea(t)}ji 收敛 , 令 zi := limi; zm (tj). 取 
TE BT 使 z() == ww 则 (z( 本 ),… ,z(t)) es Ki 因此 对 任何 1>1,7z€ BC 4 
故 门 ,1 41 非 空 , 这 导致 矛盾 . 
注意 到 在 上 面 定理 中 巨 要 求 是 一 个 完备 可 分 的 度量 空间 , 这 不 是 必需 的 , 对 状 
态 空间 的 拓扑 要 求 可 以 减弱 , 但 是 , 吾 仅 是 一 般 的 可 测 空间 是 不 够 的 . 定理 中 构造 的 
概率 P 由 有 限 维 分 布 唯一 确定 , 也 称 为 是 给 定 的 有 限 维 分 布 族 乡 的 极限 . 
作为 相 容 性 定理 的 应 用 , 我 们 来 证 明 无 穷 维 乘积 概率 空间 的 存在 性 ， 设 














































































































































































































fu :te T} 是 (B,6) 上 的 概率 测度 族 , 对 工 = (ti,… ,tn) ET, Bi ,Bae 6, 令 
Htsta) (Bi1 XX Bn) := II Ai (Bi). 
i=1 





容易 验证 {11 :Te .后 } 是 一 个 相 容 的 有 限 维 分 布 族 . 故我 们 有 下 列 推论 . 
推论 2.2.1 设 {1 :teET} 是 完备 可 分 度量 空间 EE 上 的 概率 分 布 族 , 则 存在 概率 
空间 (Q, 多 ,P) 及 其 上 的 随机 过 程 X = (X, :teT), 使得: 

(1) {Xt :teT} 是 独立 的 ; 

(2) 对 任何 te T,X 的 分 布 是 ji. 

特别 地 , 如 果 pj 是 巨 上 的 概率 , 则 存在 分 布 同 为 4 的 独立 随机 变量 序列 . 

我 们 将 进一步 讨论 87 的 性 质 . 首先 , 说 ET 的 一 个 子 集 4 是 可 列 决定 的 , 如 
果 存 在 一 个 可 列 集 SCT, 使 得 对 ze A, y € BT, 如果 对 任何 te 5S, 有 x(t) = y(t)， 
则 ye 4. 也 说 4 可 由 5S 决定 . 令 oY 为 BB' 的 可 列 决定 的 子 集 全 体 . 它 是 BT' 上 
的 o- 代数 , 事实 上 , 我 们 仅 需 要 验证 x 关于 补 运 算 及 可 列 并 运算 封闭 , 设 4 e 妈 
且 4 可 由 3 决定 , 则 4* 也 可 由 5S 决定 , 因为 如 果 ze 4", ye 五 且 两 者 在 S 上 
重合 , 则 ye 4 草 含 着 ze4, 故 ye4?. 再 设 4% € 1 且 4。 可 由 3。 决定 , 则 显 
然 U,,s1 4An 可 由 可 列 集 US。 决定 , 即 U,,s1 An € 1. 另外 容易 看 出 任何 柱 集 
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是 可 列 决定 的 , 即 2@7 C ,因此 8TC oY. 


定理 2.2.2 


上 述 定型 





2T 中 的 集合 
说 明 2T 中 的 
z 的 某 个 点 的 值 不 会 将 








Z 移 


0 
[| 


是 可 列 决定 的 ， 
集合 结 


构 很 简单 ， 
换 句 话说 ， 











在 某 点 处 的 值 会 导致 新 


通常 是 有 某 种 正 









































的 一 个 可 列 


则 zx 与 7 在 


C(T; 瑟 ) 不 包含 任何 可 测 集 . 
此 仅 讨 论 8T 中 的 集合 














天 
概念 . 设 X = 


QD 8(Q). 注意 , 这 里 


定义 2.2.1 


左 极限 的 轨道 集 
续 . 让 我 们 详细 地 
设 妃 是 一 


续 映射 全 体 C(T; 忆 ) 不 是 可 








的 轨 
的 轨道 
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: 则 性 


























办 





为 
行 








Par a 
口 “于 ， 




















解释 


个 至 少 含 有 两 














: 5 存在 , 任 取 {a,5} 
X(t) = a, 
S 上 重合 , 但 

















rr EC(T;E), 














如 连 纪 








个 点 的 Hausdorf 拓扑 空间 , T = R+， 
列 决定 的 , 即 C(T; E) g GT 


CE,azxb, 令 


Pe 
\ 


Q， 


b, 











轨道 的 集 
-条 连续 轨道 在 某 点 处 


而 y ¢ C(T;E). 


- 般 来 说 , 改变 集 4 e 8T 中 一 
如 果 改 变 EB， 的 子 集 
属于 4, 则 4 不 可 能 在 6" 中 . 因此 许多 重 
不 是 81 可 测 集 ， 
地 , 改变 








的 值 








矛盾 . 









































同样 可 以 证 

















存在 
会 导致 轨道 不 

















则 T 到 万 的 连 


事实 上 , 假设 决定 C(T; EE) 


明 


显然 是 不 够 的 , 故我 们 下 面 将 引入 本 质 轨 道 空间 的 





(Xi :teT) 是 (0, 多 ,P) 上 以 (EB,8) 为 状态 空间 的 随机 过 程 ,& 是 

如 前 定义 的 Q 到 ET 的 映射 . BT 的 一 个 子 集 Q 称 为 是 X 的 一 个 轨道 空间 , 如 果 
9 并 不 被 要 求 是 可 测 的 , 即 不 一 定 要 属于 CT 

设 9 是 (B,6) 上 有 限 维 分 布 族 , BT 的 一 个 子 集 9 称 为 关于 9 是 本 

8@) 为 状态 空间 以 9 为 有 限 维 分 布 族 的 一 个 随机 过 程 X, 使 


质 的 , 如 果 存 在 以 (B， 


得 人 是 X 的 











-个 轨道 空间 . 










































































定理 2.2.3 设 马 是 完备 可 分 度量 空间 ， 
6 C BT 是 本 质 的 当 且 仅 当 (8) = 1, 其 中 Pp* 是 证 的 外 测度 . 
证 明 先 设 Q e BT 关于 9 是 本 质 的 , 由 引 理 2.2.2， 








与 Poé-! 


有 同样 





的 有 限 维 分 布 族 ， 














大 











因为 典 则 空 





此 让 二 PoE-1， 对 人 


户 是 相 容 的 有 限 维 分 布 族 9 的 极限 , 则 


间 上 的 测度 巴 

















Ef 何 Aee@' 


.9 CA, 则 
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QCe-1(f)Ce-1(4A), 故 让 (4) > P(Q) ==1. 因此 户 ( 人 0) = 1. 反之 ,如 果 育 *(9)==1， 
那么 令 


FZ := NE'={0NA: Aeel'}. 


Ik 


然 (9 ,多 ) 是 可 测 空间 , 定义 多 上 的 集 函 数 : 








PE(Q mn 4) := 了 (4)，4 e 2T. 














为 使 定义 无 歧义 , 我 们 要 验证 对 4,B e 817, 如 果 QNnA=90nB, 则 (4) = PP(B). 
事实 上 , 这 时 4 人 BCQe, 故 QC(AAB), 因此 了 (4AB) = 0, 即 有 卫 (4) = 下 (也 ). 








然后 对 egQ 和 teT 令 X(o) = Zi(%)， 容易 验证 (Q, 丈 ,下 ) 上 的 随机 过 程 
和 = (Xi :tecT) 的 有 限 维 分 布 族 是 9, 因此 Q 是 本 质 的 . 








六 



































这 个 定理 说 明 , &T 可 测 集 太 少 不 会 引起 本 质 的 问题 , 我 们 总 可 以 在 外 测度 为 1 
新 定义 概率 空间 与 随机 过 程 . 
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人 
mr 
下 
一 
[ll 
eh 
Rog 














1. 设 T= [0,1], 多 是 R 上 Borel 代 数 . 验证 : 线性 函数 的 集合 , 多 项 式 的 集合 , 递 
增 函 数 的 集合 , 在 某 一 固定 点 连续 的 集合 , Borel 可 测 函 数 的 集合 都 不 属于 多. 
2. 设 取 值 0, 1 的 随机 序列 (X, :n > 1) 满足 : 























limP(() {Xi =1})=1. 


kn 























而 4 是 随机 变量 页 于 本 的 分 布 . 对 zx € (0,1], 让 &(zx) 是 z 的 二 进 表 示 的 第 


1 
n 位 小 数 . 证 明 : 在 ([0,1],4) 上 的 序列 {&%} 与 {Xa} 等 价 . 

3. 设 {Fi :n>1} 是 9 上 一 个 递增 o- 代数 列 , P 是 (Q, 多) 上 的 概率 且 满 足 
Pirilzg, = 了, 令 多 :=c(8 :n 之 1). 问 : (Q, 多 ) 上 是 否 存在 概率 卫 , 满足 对 

任何 n, 有 Ply, = P,? 


4. 证 明 : 区 间 [0,1] 上 不 可 能 有 不 可 数 个 非常 数 的 独立 随机 变量 . 















































82.3 Markov 过 程 与 转移 半 群 


首先 让 我 们 引入 核 及 核 诱 导 的 算 子 等 概念 . 
定义 2.3.1 设 (9 多) 和 (9', 多 ') 是 两 个 可 测 空间 , 映射 K : 9 x 多 和 一 [0,oo] 
称 为 是 从 (9 ,多 ) 到 (Q', 多 ) 的 核 , 如 果 它 满足 如 下 条 件 : 

(1) 对 固定 的 4 e 多 ' KK(., A') 是 (Q, 多) 上 可 测 函 数 ; 

(2) 对 固定 的 we 9,K(w,-) 是 (0 和 ,多 ') 上 的 测 









































洱 





当 Q=0' 多 = 多 ' 时 , 称 KK 是 (0Q, 多 ) 上 的 核 . 这 时 , 如 果 K(.,Q)=1, 称 KK 是 
Markov 核 , 而 者 K(.,Q) < 1, 称 KK 是 子 Markov 核 . 
任何 子 Markov 核 总 可 以 适当 地 修改 而 成 为 Markov 核 , 事实 上 , 设 及 是 
(9Q, 多 ) 上 的 子 Markov 核 , 取 A 4 0, 定义 Q4 := QU{A}, 24 :=o(F U1{{A}}). 
对 we QaA,Ae 多 A, 定义 























(Kl(wA), wen,Aeg, 
K'(w, 4) = | 过 K (w, 0), wE0, 4== {A}, 
[a w= A, AE€ A. 


容易 验证 K’ 是 (Q4, 多 A) 上 的 Markov 核 . 
设 天 是 (Q, 多 ) 到 (92 多 9) 的 核 , 任 取 Q 上 的 非 负 可 测 函 数 f, 记 


Kf(w) := | _ Klw,a) fl), wE€Q, 


则 Kf 是 9 上 的 非 负 可 测 函 数 , 即 K 诱导 一 个 将 Q' 上 的 非 负 可 测 函 数 映 至 Q 上 的 
非 负 可 测 函 数 的 算 子 , 称 为 是 拉 回 算 子 . 反 过 来 , 如果 风 是 (9, 多 ) 上 的 一 个 测度 , 记 




















nLK(A’) := / ML(dw)K(w,A’), A'e 多 


人 
则 jyK 是 (Q; 多 ') 上 的 一 个 测度 , 即 KK 诱导 一 个 将 (9Q, 多) 上 的 测度 映 至 (Q', 多 人 ) 
上 的 测度 的 算 子 , 称 为 推 前 算 子 . 显然 , 当 KK 是 Markov 核 时 , 拉 回 算 子 将 有 界 可 测 
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前 算 子 将 概率 测度 映 为 概率 测度 . 


























函数 映 为 有 界 可 测 函 数 , 而 
设 KE 和 Ks 分 别 是 (Q1, 多 1 ) 到 (Q2, ZF,) 和 (0Q2, F,) 到 (Q3, F;) 的 核 ， 对 








W1 € 01, As 起 乡 3 定义 


KiK2(wi, A3) := Ki(K2(:, A3))(w1) = (Ki(wi,:)K,)(A;) 


一 /genawajEa(oa, 43), 


则 KiKs 是 一 个 (91,F1) 到 (Qs, 多 3) 的 核 
现在 我 们 将 引入 转移 半 群 . 设 (B,6) 是 一 个 可 测 空间 , T 是 非 负 整数 或 非 负 实 








定义 2.3.2 (EB,8) 上 的 一 族 ( 子 ) Markov 核 (P, : te T) 称 为 是 转移 半 群 , 如 果 对 





任意 s,t eT, 有 
Pb = Pay 


、 


当 Po 是 恒 等 算 子 时 ， 称 转移 半 妊 是 正规 的 . 























核 组 成 的 转移 半 群 总 可 以 通过 引入 一 个 
E 群 , 因此 下 面 我 们 说 到 转移 半 群 是 指 





注 ”如同 前 面 的 核 一 样 , 一 个 子 Markov 


新 点 重 定义 成 为 Markov 核 组 成 的 转移 



























































Markov 核 组 成 的 . 另外 公式 Ps = P.P 等 价 了 





Prs(7x,B)= 上 P,(x,dy)Pi(y,B), x € E,BE®, 
E 


称 为 是 Chapman-Kolmogorov 方程 . 


设 (P :teET) 是 可 测 空间 (B,8) 上 的 转移 半 群 , 对 任何 nz 1,t1,… ,tn ET， 








红 <<.…<th 及 Ae@8",x EB, 定义 




















0< 
Pr(z, A) -| Pi (xz, dri)Pr, wt (rT1, dr2) :Pe 4, pe a 2 
A 
其 中 了 表示 (人 丰 如) 则 Pj 是 (EB,@) 到 (EB!,E@7) 的 核 . 任 取 巨 上 的 概率 测度 
4 再 定义 














HT := HET = ) HL(dz)Pr(z, .), 
wb 








注意 HP0o) 三 uPo. 





定理 2.3.1 对 任何 (EB,8) 上 给 定 的 概率 测度 Ww, 上 面 定 义 的 概率 测度 族 2,, = 
{11 :TIE .9+} 是 (B,@) 上 的 相 容 的 有 限 维 分 布 族 . 















































证 明 9 的 相 容 性 由 Fubini 定理 与 Chapman-Kolmogorov 方程 容易 推出 . 留 给 
读者 作为 练习 . 
现在 我 们 介绍 所 谓 的 Markov 性 , 先 引 入 流 的 概念 , 它 也 是 描述 随机 过 程 的 一 
个 方便 工具 . 设 (Q ,多 ,了 下) 是 一 个 概率 空间 , T 是 时 间 集 . 如 果 多 的 一 个 子 o- 代数 
族 {8, : teT} 满足 对 任何 s,te T,s < t, 有 多, CcC Zi, 称 它 是 Q 上 的 o- 代数 流 
或 简称 流 . 随机 过 程 X = (X, :teET) 称 为 是 (多 ,) 适应 的 , 如 果 对 任何 t € T,X 
是 多 , 可 测 的 . 给 定 一 个 随机 过 程 XX = (Xi :teT), 定义 


















































Fi := o({X,:s <t}), telT, 


即 多, 是 时 刻 t 之 前 的 过 程 所 生成 的 o- 代数 . 它 显然 构成 一 个 Q 上 的 流 , 称 之 为 
X 的 自然 流 , X 关于 其 自然 流 总 是 适应 的 , 必要 时 注 明 为 (ZZ 产 ). 它 是 XX 所 适应 的 
流 中 最 小 的 , 它 通 常 解释 为 t 时 刻 前 过 程 的 信息 . 

设 (多 ,) 是 一 个 流 , 对 任何 te T, 定义 Zi := 门 ,多 ,, 显然 (Fi)ier 也 是 
一 个 流 . 如 果 对 任何 t € T, 多 1 = 多 1, 称 流 (多 1) 是 右 连续 的 . 当然 , 流 (多 + ) 是 
右 连 续 的 且 一 个 适应 于 (多 ,) 的 过 程 也 一 定 适 应 于 (多 ,4 ). 如 果 (Q, 多 ,P) 是 完备 的 
了 多 0 含有 所 有 P- 零 测 集 , 则 称 流 (多 ,) 是 完备 的 . 
概率 空间 (Q, 多,P) 和 一 个 流 (多 ,), 这 时 我 们 简单 地 说 带 流 概率 空间 
(Q, 了 多, (多 1),P). X 是 以 (B,8) 为 状态 空间 的 (多 4,)- 适 应 的 随机 过 程 . 称 随 机 过 程 
X 相对 于 流 (多 i) 具有 Markov 性 (或 (多 ,)-Markov 过 程 ), 如 果 对 s,t€ET,s<t 及 
Besg, 























































































































> 
le 






































P(X, € BIF,) = P(X, € BIX,). (M1) 























这 时 X 关于 其 自然 流 也 一 定 有 Markov 性 . 如 果 不 特 别 地 提 到 流 , 我 们 总 认为 了 
关于 其 自然 流 有 Markov 性 . Dynkin 的 方法 , 不 难 证 明 ( 作 为 习题 ) 过 程 X 有 
Markov 性 当 且 仅 当 对 任何 s1,:…,sn,tET 且 0<s1<...<s,<t,- 













































































P(X; € BIX,,:.: ,X,,) = P(X: € BIX,,). (M2) 


此 性 质 解释 为 在 已 知 现 在 位 置 的 条 件 下 , 将 来 的 位 置 与 过 去 是 独立 的 . 也 就 是 说 ,分 
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有 更 直观 的 刻画 . 取 

































































析 一 个 Markov 过 程 的 过 去 的 数据 无 助 于 对 将 来 的 预测 . 对 Markov 性 , 在 习题 中 
网 2.1.1 来 说 , 如果 已 知 第 n 次 赌博 后 甲 所 持 有 的 赌资 , 那么 


nn 十 次 赌博 后 , 甲 所 持 有 的 赌资 与 n 以 前 他 的 输 启 无 关 . 这 是 一 个 直观 的 但 却 常 被 
人 们 忽略 或 不 愿 承 认 的 事实 . 一 些 赌 徒 会 固执 地 认为 在 连 输 几 局 后 , 下 一 次 获胜 的 


概率 会 增 大 


例 2.3.1 我 们 来 证 

















ES 






































间 (Q, F,(F1),P) ee 
量 的 , 如 果 对 任何 














可 测 ， 故 








明 独 立 增 量 过 程 (如 例 2.1.6) 总 是 Markov 过 程 . 带 流 概率 空 
上 的 取 值 在 R4 的 适应 过 程 X = (X, : t > 0) 称 为 是 独立 增 


> s>0, Xi 一头, 与 多 , 独立. 这 时 , 任 取 B € 多 (R'), 令 
4 := {(z,y) :zyERz+yE 了 BT 大 | 为 Xi 一 XX。 独立 于 了 多,, 而 X。 是 多 

















P(X € BIF,) = P((X: — X,, Xs) € A|F,) 


证 明了 Markov 性 . 























= 了 ((X — Xs,y) ec4)| = P(X € BIX,). 











下 面 定理 说 明 转 移 半 群生 成 的 有 限 维 分 布 族 的 实现 一 定 是 Markov 过 程 . 





定理 2.3.2 设 9 
的 五 - 值 随机 过 程 X 





























是 定 



































于 对 s,teT,s<t 且 Be®, 
P(X; € BIF,) = Ps(X,,B). (M3 
证 明 ”我 们 只 需 验 证 对 {s1,… ,sn,t}j CT 有 HO0<si<.……<sn= 二 s<t, 有 
P(X, € BIX,,...,X,,)= P(X,,B), a.s.. 
取 T= {8 ) es, 
E(l(x,eB}; {Xr € A}) 


一 下 ((X。，…， 


X,,) € A,X:€B) 


nu(dz)P,, (x, dx1) RN 1 (zn-1, dzxn) Pr ,, (zn,B) 


8 


EE 理 2.3.1 中 所 定义 的 有 限 维 分 布 族 , 概率 空间 (0, 多,P) 上 
是 它 的 一 个 实现 , 则 X 是 Markov 过 程 . 更 进一步 , (M1) 等 价 


) 








Pt / HT(dqzlidzs -qzn)14(zl， Pes, (xn, B) 
EI 


二 E(Pr_s(Xs,B){(Xsry ,Xs,) € A}). 





完成 证 明 . 
如 果 (已 ) 是 正规 的 , 那么 (M3) 当 s =t 时 也 成 立 . 这 时 , Xo 的 分 布 也 恰好 是 
APo = / 以 上 定理 中 的 过 程 XX 称 为 是 具有 转移 概率 (PP) 与 初始 分 布 pv 的 Markov 
过 程 . 

现在 设 (B,8) 是 完备 可 分 度量 空间 及 其 Borel 代数 , (9, 多 ) 是 典 则 空间 ， 
和 = (Xt :teET) 是 典 则 过 程 , (Pi)sert 是 (B,E) 上 的 转移 半 群 , 则 由 Kolmogorov 
定理 , 对 任何 x € 瓦 , 存在 (Q, 多 ) 上 的 概率 测度 P*, 使 得 典 则 过 程 X = (Xt) 的 有 
限 维 分 布 族 为 {Pi(z,:) :Te .47}, 即 























































































































下 (Xt,,::: ,Xt ) € A) 过 Pei(Z,4) 


n 


一 / Po (x, dx1)P:, i (x1,d72) “Pe,_,(Tn_1,dzrn), Ae @". 
A 


或 者 说 (Xi,,… ,六 1, ) 在 概率 P*” 下 的 联合 分 布 为 





Pr (xz, dx1)Pe, oa(zidza)… Pt 1 (Tn-1,dzn). 

















核 的 定义 上 式 右 边 是 关于 xz 的 可 测 函 数 , 因此 上 式 左 边 也 是 . 因此 对 任何 
GE 多 ,TP*(G) 是 马上 可 测 函 数 , 即 (z,G) 一 P*(G) 是 (BEB,8) 到 (0, 多 ) 的 
Markov 核 . 这 时 上 面 定理 2.3.2 的 结论 可 写 为 



































Rs (Xers € BIS,) = EX (Xs € B), ts 9. 














其 中 t,sET,s,t>0,zEEB 及 Be@. 如果 (P) 是 正规 的 , 则 上 式 对 steT 都 
是 对 的 , 且 Xo 的 分 布 是 x 的 单 点 测度 . 
典 则 空间 上 有 一 个 自然 的 推移 算 子 族 , 对 weQ,tieT, 定义 
























































Qiw(s) = w(t+ s), s ET, 








则 9 是 (Q, 多 ) 上 可 测 映射 , 满足 Xo04 = X41. 那么 上 面 的 Markov 性 等 价 于 说 ， 
对 (9, 多) 上 有 界 或 非 负 随机 变量 Y 与 z € B,teT, 有 
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E” (Yo0,|.F) = EX'(Y), a.s.. (M4’) 
事实 上 , 显然 (M4) 可 推出 (M4), 反 之 对 0<h <.…<tth, 及 Borel 集 41,:…，, A， 
取 t= ti, 
P” (Xi, [a 41)， .Gn € A,) 
-| Pi (dzi)P i (T1, dr2):*: Pest,_, (Ti_1, dxi) 
TI1EA1, TiEA; 
Pi dvr) i (di rn) 
Tit1EAit1," Tn EAn 
一 (B+ ( Xs € 润 gj ,Xt GE An); Xt 和 A ,Xi € A1). 
这 昔 含 着 (M4') 对 示 性 函数 Y= 15 成 立 , 其 中 B= {Xi,,_t€ 4 ,Xi,_t1€ 

















4%} 是 柱 集 . 因为 柱 集 是 4- 类, 故 由 Dynkin 定理 , (M4 ) 对 Y=1s, Be 多 成立 ， 
































然后 由 单调 收敛 定理 (M4') 对 非 负 随 机 变量 也 成 立 . 











定义 2.3.3 设 (8B,8) 是 可 测 空间 ,一 个 六 元 组 


称 为 是 一 个 以 (,@) 为 状态 空间 的 时 齐 (多 ,)-Markov 过 程 , 如 果 
1) 对 任何 x € EE, P” 是 (9, 多 ) 上 的 概率 , (Xijier 是 以 为 状态 空间 的 适应 


随机 











X= (0,F,F, Xi,0,P” :teT,reE) 








对 4Ee 罗 ,zhrPz(4) 在 (已 ,B) 上 可 测 ; 




















2 
3) 对 teT,0:0Q0 一 0 可 测 且 对 任何 se<T 满 足 Xoob = 和 ii 
4 


对 (9 ,多 ) 上 有 界 或 非 负 随机 变量 了 与 z€ EB,teT,t>0, 有 














EB* (Yogi| 多,) = EX:(Y). 



































外 一 Markov 过 程 称 为 是 正规 的 , 如 果 对 任何 x & E, {x}e@ 日 P*(Xo= x)=1. 
右 连 续 的 , 正规 的 时 齐 Markov 过 程 简 称 为 右 连 续 简 单 Markov 过 程 . 














下 面 写 一 个 时 齐 Markov 过 程 时 , 我 们 总 意味 着 以 上 定义 的 这 样 一 个 过 程 ， 





























虽然 有 时 我 们 并 不 把 所 有 的 符号 写 出 ， 





如 我 们 简单 地 写 XX = (X,, 久 4,,P*) 或 





JE 






































X = (Xi,P*) 等 . 右 连续 简单 Markov 过 程 是 一 个 重要 概念 , 在 第 四 章 中 要 详细 讨 
论 . 现在 , 我 们 有 下 面 的 定理 ， 





定理 2.3.3 (1) 对 完备 可 分 度量 空间 上 的 正规 转移 半 群 (P), 存在 以 到 
为 状态 空间 的 时 齐 正 规 Markov 过 程 X 使 得 对 te T,z eE 万 及 B ee 8, 有 
Pi(z,B) = P”(X, € B), 这 个 过 程 称 为 是 转移 半 群 (Pi) 的 一 个 实现 ; 

(2) 设 (EB,8) 是 可 测 空间 , X 是 以 瑟 为 状态 空间 的 时 齐 Markov 过 程 , 则 








怠 

















Pi(z, 忆 ) := 了 (XecB) ze E,Beel,telT 

















定义 了 (EB,8) 上 的 一 个 转移 半 群 且 过 程 的 正规 性 列 含 着 半 群 的 正规 性 . 
































证 明 只 需 证 明 (2). 首先 验证 (Pi) 满足 Chapman-Kolmogorov 方程 , 因为 X。 在 
P” 之 下 的 分 布 是 P,(x,:), 由 Markov 性 


Sy 








Ps(z,B) = P?(Xi+。e B) 











= E’(l(x,eB}°0s) = E’(P™Y*(X, € B)) 





站 PY(X: € B)P*(X, € dy) 
E 


和 a P,(z, dy)P(y, B). 








另外 过 程 的 正规 性 显然 强 含 着 半 群 的 正规 性 . 


























例 2.3.2 设 G 是 局 部 紧 Abel 群 ,例如 Euclid 空间 , G 上 的 概率 测度 族 r = {rt: 
t > 0} 称 为 对 卷 积 有 半 群 性 , 如 果 x * rs = me4s，t,s > 0; 称 为 是 卷 积 半 群 , 如 果 i 
一 步 地 当 上 上 10 时 , zi 弱 收 敛 于 eo, 其 中 0 是 G 的 单位 . 在 Euclid 空间 上 就 有 许多 
重要 的 卷 积 半 群 , 具体 的 我 们 将 在 $4.3 中 论述 . 如 果 + 是 卷 积 半 群 , 那么 它 平凡 地 



















































































设 其 对 应 的 正规 Markov 过 程 为 X, 那么 X 是 平稳 独立 增 量 过 程 , 精确 地 说 , X 满 
是 对 任何 t> s>0,A4AeB(G),reG, 








Pp” (X,— Xs, € A|F,)= Tt (A). 


注意 右边 与 z 无 关 . 事实 上 ， 
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P(X,— Xo €E A)= P(X, Exr+A)= P(r,r+ A)= nm(A). 











然后 由 Markov 性 直接 计算 得 
































P(X — Xs € AIF,) = P (Xs — Xo)bs € A|ZF.) 


= PX°(X,_s— Xo € A)= rs,(A). 














例 2.3.3 设 马 是 有 限 集合 个 矩阵 卫 = (p(xz,y) :X,Yy E 台 ) 称 为 Markov 矩阵， 











) 





如 果 
(1) 对 任何 z,y € E, p(x,y) > 0; 


(2) 对 任何 pe E, 有 2 EE p(x,y) 二 1， 








那么 算 阵 了 决定 妃 上 的 一 个 转移 半 群 : 对 任何 x €& ,A CEB, 定义 核 





P(x, A) := >3 p(x,y). 


VEA4 








那么 已 是 已 上 Markov 核 , (P”:n > 0) 是 离散 时 间 转 移 半 群 。 所 对 应 的 时 齐 





Markov 过 程 是 有 限 Markov 链 . 我 们 将 在 下 节 详 细 讨 论 . 





习 是 


1. 设 由 是 及 ”上 概率 测度 , 证 明 : (z,4) 性 (4 一 xz) 是 一 个 Markov 核 . 
网 2.3.2 中 所 构造 的 (Pi), 则 XX 是 一 个 











库 





2. 证 明 : 如 果 随 机 过 程 X 的 转移 半 尾 


独立 增 量 过 程 . 











3. 设 {6 : n > 1} 是 一 个 独立 随机 变量 序列 , {as, : n > 1} 是 个 数列 .定义 




















Xo := 0, X, = 条 ai&i. 证 明 : (X， :7>0) 是 一 个 具 Markov 性 的 随机 过 程 . 





i=1 
4. 设 XX 是 随机 过 程 . 令 多 := o(X。: s 
两 者 之 一 . 
(1) 如 果 A € 多 ，B e€ 多 1, 则 





V 
和 
巴 


P(ANM BIX,) = P(AIX)P(BIX,); 





证 明 : X 的 Markov 性 等 价 于 


F 下 列 











(2) 如 果 B € 8 罗 ， 则 了 (也 | 级 ) = P(B|X,). 
因此 , 对 于 一 个 Markov 过 程 而 言 , 将 来 与 过 去 是 对 称 的 . 
5. 设 :) 是 一 个 均值 为 mizx, 方差 为 o? 的 正 态 分 布 , 问 : 当 mi 与 o2 满足 什 
么 条 件 时 ,，( 已 ) 满足 Chapman-Kolmogorov 方程 ? 
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设 妃 是 一 个 有 限 集 或 者 可 列 集 , 自然 地 , 名 上 的 拓扑 是 离散 拓扑 , o- 代数 就 取 
马 的 全 体 子 集 . x 如 上 的 函数 (x,y) 已 pz,y 称 为 是 巨 上 的 (保守 的 ) 转 移 函 数 , 如 






































果 它 满足 : 
(1) Pr,y > 0; 


yEE 
需要 时 pey 可 写 为 p(x,y). 另外 我 们 也 将 psy 看 作 一 个 矩阵 P 在 位 置 (z,y) 
上 的 元 素 , 即 





























P:= (py,y :7z,y € EE), 
那么 P 称 为 是 瓦 上 的 转移 矩阵 
一 一 对 应 的 . 注意 它 可 能 是 一 个 
的 和 是 1. 

转移 函数 p 完全 决定 了 上 的 一 个 Markov 核 


4) 一 >, Pzr,y) 


yeEA 





transition matrix). 这 样 , 转移 函数 与 转移 矩阵 
;限行 与 列 的 矩阵 , 但 是 它 的 元 素 是 非 负 的 . 且 每 行 





ev 




















Ht 








Zz EB,A CEB. 因此 我 们 说 转移 函数 时 也 是 指 它 所 决定 的 核 . 容易 验证 , 如 果 Pi,P。 
是 对 应 于 转移 函数 pi,ps 的 转移 矩阵, 对 应 的 核 分 别 为 Pi, Po, 那么 矩阵 P1Ps 在 
位 置 (z,y) 的 元 素 为 2 pi(z,z)pz(z,y), 恰好 是 核 的 乘积 PiPs(z,{y}), 即 Pi1Ps 


z€EE 
是 对 应 于 PiP 的 转移 和 矩阵, 换 句 话说 核 的 乘法 与 矩阵 的 乘法 是 一 致 的 . 这 样 , 我 们 
不 区 分 转移 函数 , 对 应 的 Markov 核 及 其 对 应 的 转移 矩阵 . 
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设 P= (pzy :X,Yy € 忆 ) 是 一 个 转移 矩阵 , 对 任何 n > 0, 定义 P := P", Po 
表示 单位 矩阵 , 用 pW 表示 和 矩阵 P, 位 置 (x,y) 的 元 素 , 那么 任何 P 是 转移 矩阵 ， 


且 (P :nm > 0) 是 妃 上 的 一 个 转移 半 群 ,自然 地 对 任何 n,m > 0, zy e 万， 


















































pO) Np, 
ZE 五 
































此 方程 就 是 Chapman-Kolmogorov 方程 .研究 转移 矩阵 抽 
Markov 链 . 


还 
全 
郑 

并 























定义 2.4.1 一 个 Markov 链 是 概率 空间 (9 ,多 ,了 下) 上 的 一 个 以 五 为 状态 空间 的 随 
机 序列 {X :7m 之 0}, 它 满足 : 
(1) Markov 性 : 对 任何 n 20, 7zo7Z1 ,Tn_1;7T,Yy € 也 ,” 























P(X,1 二 入 nm ES bay, | 二 ;1 7 7X1, Xo Z0) 


了 正 (Xn+1 y|Xn ee 7); 





(2) 时 间 齐 性 : 对 任何 m > 0, z,y e 已 , 条 件 概率 P(Xnii = YIX， = z) 与 时 间 
n 无 关 ， 

注意 关于 条 件 概率 的 等 式 只 要 在 两 边 都 有 意义 时 成 立 就 可 以 了 . 但 是 , (1) 实际 
上 等 价 于 














卫 (X+1 y|X,,, bi , Xo) 证 下 (X+1 En y|X,,). 








容易 验证 , pz,y :二 P(X,+1 一 YI|Xn 一 7X) 是 巨 上 的 转移 函数 ,再 令 js := P(Xo = zx). 
这 时 我 们 说 : 在 概率 P 下 , X 是 一 个 转移 函数 是 p = (ps,y), 初始 分 布 为 jy = (jz) 
的 Markov 链 . 

上 一 节 的 定理 2.3.3 立刻 推出 下 列 定理 , 它 说 明 任何 转移 函数 总 对 应 一 个 
Markov 链 . 称 它 是 保守 的 , 如 果 转 移 函 数 是 保守 的 . 











2 















































定理 2.4.1 P= (psy :zye 巨 ) 是 忆 上 的 一 个 转移 矩阵 当 且 仅 当 存在 一 个 以 玉 
为 状态 空间 , 以 {0,1,2,:…} 为 时 间 参 数 集 的 Markov 过 程 














X= (0,F,(P” :rz €E),(X, :nz 0),(0, :n> 0)), 





使 得 对 任何 n > 0, p(x,y) = P*(X, = Yy). 
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定理 说 明 在 概率 P* 下 , X 是 转移 函数 为 p, 初始 分 布 为 x 的 单 点 测度 (或 说 从 
2 出 发 ) 的 Markov 链 . 精确 地 说 , (P* :ze 五 ) 是 (Q, 多 ) 上 的 概率 , (X, :mn 之 0) 是 
随机 序列 , 9 是 Q 上 推移 算 子 , 即 满足 Xi,o0j = Xi n,k 之 0, (实际 上 , 这 里 我 
们 只 需要 有 一 个 9 满足 X,,o0 = X41, n 之 0 就 够 了 .) 它们 满足 : 

(1) P*(Xo = 7)= 1; 










































































(2) Markov 性 : 对 任何 n >> 0, Be 多 ,x EB, 有 














27(1po0 | 多 ) = EX"(B), 




















中 多， := o({Xi:0&<i<n}), 而 Fo := o(X;:i> 0). 
注 ”有 两 个 问题 需要 说 明 . 第 一 , Markov 性 也 可 以 如 定义 2.4.1 那样 用 条 件 概率 
的 方式 描述 . 第 二 , 上 面 的 时 间 n 可 以 用 一 类 随机 时 间 人 代替 , 也 就 是 强 Markov 性 
成 立 . 一 个 映射 r:Q -一 Z+ U{+col 称 为 是 一 个 停 时 , 如 果 对 任何 n > 0, 有 
{T 过 n} € 多 ,这 等 价 于 对 任何 n > 0, {7 = n} € 多 ,. 注意 ,7T 可 以 取 +eo 为 值 ， 
一 定 是 多 。 (广义) 随机 变量 . 容易 验证 固定 时 间 n 是 一 个 停 时 . 定义 F; 是 多 
中 满足 对 任何 n > 0, 4A nf{r < n}e 多 的 元 素 4 的 全 体 , 那么 

(1) 多 是 一 个 o- 代数 ; 

(2) 当 r 三 m 时 , 多, = 多 (请 读者 自行 验证 .) 再 定义 停止 位 置 X; := XX 当 
T= 二 nn 时, n > 0. 这 样 X; 在 集合 {7 < co} 上 被 定义 , 且 在 此 集合 上 是 多 可 测 的 . 
类 似 定 义 br := 9, 当 T=n 时 . 同样 0; 也 在 集合 {7 < co} 上 被 定义 . 和 有 下 面 的 
强 Markov 性 : 设 r 是 一 个 停 时 , 则 对 任何 B € 多 ,x €E ,有 
































































































































































































































过 


E” (lp°o0;;T 十 co| 罗 ;) 一 EX" (1p)1(r<4o)}: 


























证 明 是 简单 的 . 任 取 4 € 多 ;, 那么 对 任何 n> 0,ANtf{T=n}€ 多 ,由 Markov 性 








p*(1po0:; AN {rT < 00}) = > E*(1g°0;; AN {7 = n}) 




















= 》 E*(1gpo0,; AN {7 = n}) 











= 》 E*(E*X"(1g);AN {7 = n}) 
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= E*(E*"(1p);AN{r < 00}). 














这 就 证 明了 强 Markov 性 . 因此 在 Markov 链 的 情形 下 , Markov 性 与 强 Markov 性 
是 等 价 的 , 但 强 Markov 性 是 一 个 很 有 用 的 工 









































例 2.4.1 (Bernoulli-Laplace 扩散 模型 ) 设 4A, B 两 箱 中 各 有 7 个 球 , 其 中 7 个 白 ,7 
个 黑 . 记 Xo 是 开始 时 4 箱 中 白 球 个 数 , 然后 各 任 取 一 球 对 换 , X,。 是 经 n 次 对 换 后 
4 箱 中 白 球 个 数 . 和 = (Xn :n 之 1) 是 随机 序列 , 状态 空间 是 EB = {0,1,2,… ,n}. 
容易 验证 X 是 Markov 链 


XN\? i(r — 2) 7 一 了 AN 
Pzr,r—1 > (=) ) Pzr,r =2 7 》 Dzr,r+i+1 
这 是 一 个 关于 两 种 液体 混合 的 概率 模型 ， | 


例 2.4.2 (无 限制 随机 游 动 ) 例 2.1.1 中 的 随机 序列 5S = (5, : n > 0) 是 一 个 
Markov 链 . 转移 矩阵 为 


































































































例 2.4.3 ( 具 吸 收 壁 的 随机 游 动 ) 设 Markov 链 X 有 状态 空间 EB = {0,1,… ,7}， 
转移 和 矩阵 














| 1 0 0 0 0 0 0 0 | 
| | 
lg 0 p 0 0 0 0 0| 
| | 
10 a p 0 0 0 0| 
P:=|. lar 
| | 
10 0 0 0 4 0 2 0| 
| | 
10 0 0 0 0 g 0 了 | 
|o 0 0 0 0 0 0 1 | 


1 S 











1. 直观 地 , 当 X 位 于 状态 1 与 + 一 1 














p+ 
右 的 
例 2 

















可 以 


B) 表 示 


A4, 


q 


第 二 章 ”随机 过 程 基 础 ”89 








之 间 时 , 则 下 一 步 向 左 的 概率 为 q, 向 











概率 为 p, 1 
.4.4 A,B 
(1) 如 果 规 贝 


和 


两 人 比赛 , 4 赢 
| 是 比赛 到 菜 人 胜出 两 场 为 说 ， 


时 
个 





| 





j 当 XX, 达到 边界 0 或 7+ 时 , 它 将 不 


ET 
I 























的 概率 是 p, 输 的 概率 是 gq= 1 一 zp. 


求 4 说 的 概率 ; 











(2) 如 果 规 则 是 某 人 连续 赢 两 场 为 赢 , 求 4 
对 规则 (1). Dg 表示 到 绅 


壁 Markov 链 , 状态 依次 为 -2, 一 1, 0, 1, 2， 


























局 结束 时 








Nn 

















i 





长 示 从 状态 > 开始 最 终 4 赢 的 概率 . 


DA4(-1) =D :DA 


DA4(0) = 9 .24 


2D24() = 9024 


HH 


赢 的 概率 . 
4 的 净 赢 局 数 . 显然 X,, 是 个 











吸收 








其 转移 矩阵 为 











容易 地 推出 4 最 终 赢 的 概率 是 pz4(0) = 











[1 








对 规则 (2)， 这 个 Markov 链 不 能 








第 n 局 4A 启 (B 


AB,BA,BB. 转移 外 


赢 ). Yn 


E 阵 为 











OO ” 靖 


3 


1 一 2p0 
音 决 问题 . 让 我 们 用 
(Xn_1;Xn), my>2 则 了 殉 有 4 个 状态 依次 为 

















及 mn = 4 (或 及 nm 
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显然 pA(44)=1, p(BB)=0,p (4B)= 0+p:p (BA), p*(BA)= p+gp (AB). 

















先 观察 头 两 局 比赛 ， 











全 概率 公式 ， 








pt =p*+pgp (AB)+ gp:p (BA)= 


p2(1+9) | 
1— pg 





例 2.4.5 (对 称 随 机 游 动 ) 设 马 是 R* 上 的 整数 格 点 , 任意 ze 已 都 有 2d 个 邻 


居 ( 与 x 的 距离 等 于 1), 如 果 4 是 x 的 邻居 , 定义 pe， := 


1 ee Wy 
2 否则 定义 pz,y := 0， 























则 P= (pay :X,Yy € E) 是 一 个 转移 算 阵 . 个 具有 此 转移 矩阵 的 Markov 链 称 为 


是 对 称 随机 游 动 . 











例 2.4.6 (与 图 上 简单 随机 游 动 ) 设 巨 是 一 个 简单 图 的 顶点 集合 , 对 任何 z,y € E， 

















若 x,y 有 线 直 接连 所 




















则 (psy : x,y € 避 ) 定义 了 已 上 一 个 转移 函数 , 对 应 的 Markov 链 称 为 是 图 上 简单 





, 则 令 S(x,y) = 1 否则 S(x,y) = 0, 则 5 是 对 称 的 . 设 


EY) 
boy > S(z,z)’ 


z€EE 

















随机 游 动 . 上 例 中 的 对 称 随机 游 动 就 是 整数 格 点 图 上 简单 随机 游 动 . | 
现在 设 (ps,y : zx,y € 马 ) 是 转移 函数 , X 是 对 应 的 Markov 链 . 设 x,y € 如, 称 











z 可 达 y, 如 果 存 在 nn 之 0, 使 pg > 0, 称 x,y 互 达 , 如 果 z 可 达 y 且 y 可 达 xz. 
Chapman-Kolmogorov 方程 , 状态 间 互 达 关 系 是 等 价 关 系 . 称 和 不 可 分 , 如 果 五 的 
任何 两 个 状态 可 互 达 . 对 ye 五 , 令 刀 :=inff2 >1:X= 引 (约定 infg = co)， 
容易 验证 +， 是 一 个 停 时 , 它 被 称 为 是 状态 y 的 首 达 时 . 这 是 一 个 非常 基本 的 售 


时 , 有 许多 性 质 和 应 用 . 










































































对 nz 0, 令 A :二 了 (Try = n), 显然 A < pe. 因为 











{7y = k} € Fr, Xi 二 y, 故 对 n 之 1， 


pe = P*({X% = 9)) = PP’ (Xn = Y,Ty < n) 





= > Pp” (Xo0k 二 Y,Ty = k) 
k=1 











= >》 E*(PX*(X, = Y);T, = k) 
类 


















































Po (有 ), Fay(t) 分 别 表 示 (p59 :n> 0，( 
移 概 率 与 首 达 概率 的 重要 公式 用 母 函数 的 语言 写 4 

(0 3 l{z=y} 示 Fy lt) 
和 定义 








(n—k) 
ry? yy 


-和 jp 
= 





























:n 之 0) 的 母 函 数 . 将 上 1 


























- 面 关于 转 





P,,, lt). 


foo t= (7 Y= > 及 2 


n>1 



































































































































这 是 过 程 从 状态 z 经 有 限 步 到 达 y 的 概率 , 可 以 看 出 当 x 关 y 时 , z 可 达 y 当 且 仅 
当 户 ，> 0. 
一 个 状态 ze B 称 为 是 常 返 的 , 如 果 从 z 出 发 以 概率 1 回 到 x, 即 f= 1, 否 
则 z 称 为 暂 留 的 . Markov 链 XX 称 为 是 常 返 的 , 如 果 其 所 有 状态 常 返 ; 称 为 暂 留 如 
果 其 所 有 状态 暂 留 . 
定理 2.4.2 ”我 们 有 下 列 准 则 : 
(1) 状态 z 是 常 返 的 等 价 于 P*(lim sup{X = zh = 1 也 等 价 寺 py 三 Co; 
(2) 状态 x 是 暂 留 的 等 价 于 P* (lim sup{X， = z}) = 0 也 等 价 于 并 pg < oo 
证 明 对 ye 万, 令 
T(0) :一 0, 7 := Ty， 
(Kk) :一 了 必 一 2 十 To0--D， kK 1, 
那么 7%) 实际 上 是 第 次 遇 到 yy 的 时 刻 , 它 也 是 一 个 停 时 ,再 定义 Aj(y) 
{T*) < oo0}, 即 表 示 事 件 : X 至 








lim sup{ Xn = y} = 门 Ax(y) 





k 


E 少 有 次 到 达 yy, 则 {Ap(y) :之 1} 是 单 降 集 
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由 强 Markov 性 且 因 为 Xic-1 = Yy， 


P”*(A,(y)) = p(T) < 00) = 了 Pr-1) < 00,T7o0,0-1) < co) 








Cy 


= BE (PX (T < 00); T(*-1) < oo) 








四 (r 必 一 2 < co) 


i afd 


因此 , 当 y = x 时 ， 


Pp” (lim sup{Xn = x}) = lim (fsa)" 演 


n 























又 由 Borel-Cantelli 引 理 , 半 pW) < oo 草 含 着 


P” (lim sup{Xn = x}) = 0, 








| 由 


六 





























最 后 , 由 转移 概率 与 首 达 概率 的 公式 得 革 p62 =1+ 太 二 pp 名 ,因此 , 广 。<1 
目 仅 当 半 pg < eco， 





























下 列 定理 表明 在 一 个 互 达 等 价 类 中 , 或 者 所 有 状态 是 常 返 的 , 或 者 所 有 状态 是 


暂 留 的 . 






































定理 2.4.3” 如果 x,y EB 是 互 达 的 , 则 下 列 两 者 之 一 成 立 : 



































2) z,y 都 是 暂 留 的 , P*(lim sup{X, =y})=0 且 pt < oo. 
(2) p y Pzr,y 





证 明 设 z 关 yy. 因 z,y 互 达 , 存在 27 之 1, 使 得 p%% py >0, 而 对 任何 n> 1 


pn a 








因此 定理 2.4.2 推出 zx,y 或 都 是 常 返 或 都 是 暂 留 . 转移 与 首 达 概率 公式 ， 













































































DD 国 克 区 让 牙 王 2 二 区 兴 旧 仅 辐 于 元 本 二 二 :自强 


nz0 nz0 


Markov 性 ， 


Pp” (lim sup{Xn = y}) = 
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PP (lim sup{ Xn, = y},T, < 00) 


nk > 
上 (lim 二 < 00) 














fzy PY (lim sup{ Xn le y}), 


* (PY (lim sup{ Xn = Y}); Ty < oo) 


因此 车 z,y 是 暂 留 的 , 则 P*(lim sup{X = y}) = 0; 若 x,y 是 常 返 的 , 则 





P (lim sup{ Xn = y}) = fr,y, 


故我 们 仅 需 验 证 万 ，= 1 即 可 . 








机 
将 
加 
济 


y 第 返 , 对 任何 的 有 > 1, PY(limsup{Xn = y} 





PY (Us; {Xn 和 y}) 3 1 等 价 于 














inf{n > Ek: X=Yy), 故 {<Ty<00}= {Tyo0p < 00}. 由 Markov 





























2 = PY(XE 





= PY(X, 





cd EY (PY ( 











二 EY (PX* 











= 7X,Ty°0p < co) 
Xk = ,Tyo0p < 00|F1)) 


(0 


k 
万 过 











y 可 达 zx 推出 


子 集 C CE 称 为 是 闭 的 , 如 果 对 外 
zeC, 有 忆 py=1 闭 集 中 的 任何 状态 不 能 到 达 闭 旨 





VEC 


分 当 且 仅 当 瑟 没 : 
































闭 子 重 


7 





例 2.4.7 让 我 们 考虑 例 2.4.2 中 的 无 限制 随 书 


经 2n 步 回 到 > 的 概率 p83 = (四)p"g", 当然 p831 = 0. 

















非 平凡 闭 子 集 ( 习 








F 何 zeC,yg&C 有 py=0. 等 价 于 对 任 作 
关外 的 状态 . 那么 X 不 可 








Py(k < TT < co) = 1, 容易 验证 megk 十 k= 





性 得 















































g 么 y 也 可 达 zz 











题 ). 上 面 证 明 的 最 后 实际 上 证 明了 , 如 果 z 可 








.4 也 常 返 . 因此 所 有 X 的 常 返 状 态 全 体 是 个 
































儿 游 动 . 显然 对 所 有 xz, 从 xz 出 发 





Stirling 公式 : 














A 
(n) ~ = wm 
Dow VY J (Pa) 


1 也 局 Arey 、 ne、 在 户 
因此 当 p=g=3 时 , 也。 p42 = co, 所 有 状态 常 返 , 即 和 常 返 ; 否则 所 有 状态 暂 留 ， 





























即 X 暂 留 . 实际 上 , 我 们 可 以 计算 fo,o. 由 展开 式 











推出 {p52} 的 母 函数 为 





Eu 











此 {f9} 的 母 函数 为 


F(t) =1- V1 4pgt?. 




















Tr A eh eg a | 
定理 2.4.4 (Polya) 及 上 的 对 称 随机 游 动 当 d= 1,2 时 是 常 返 的 , 而 当 d>3 时 
是 暂 留 的 . 
证 明 ”显然 n 返回 的 概率 与 维 数 d 有 关 而 与 状态 无 关 , 记 为 g49. d = 1 的 情况 已 
在 例 2.4.7 中 证 明 . 当 qd = 2 时 , 同样 奇数 步 返回 的 概率 是 零 , 偶数 2n 返回 必定 是 
及 步 向 上 , 义 步 向 下 ,nn 一 让 步 向 左 ,n 一步 向 右 ,因此 























nn 





OO 1 > (2n)! 
”47 klkl(n — Kk)!(n — Kk)! 


mn, 





Ea 











此 并 2) = oo. 








当 d = 3 时 , 由 同样 的 分 析 得 











5 > (2n)! 
2n 62n kilkilko lko lks lks! 


ki+k2+ksa=n 


1 2n nl | 
627 ( n ) 2 | 


ki+k2+ks=n 


1 pe E nl | 
22n 2 37 kilkalks!ld 


ki+kz+ks=n 

















中 括号 中 是 一 个 三 项 分 布 , 其 和 为 1. 因此 


>> | nl | 
37 kilkalksl! 


ki+k2+ksa=n 

















1 nl 
< .max : ki 二 k++ ks3=n?r. 
37 kilk2 lks! 














右边 最 大 在 ki = ks = ks 或 最 接近 处 达到 , 由 Stirling 公式 , 最 大 值 与 3".n-! 同 





级 ， 因 此 gM 与 n-3 同 级 , 故 沈 g8Y < co, 即 3 维 对 称 随机 游 动 是 暂 留 的 . 





当 q > 4 时, 证 明 类 似 . 
对 ze ,定义 zx 的 周期 , 记 d(z), 为 集合 {n > 1 :p42 > 0} 的 最 大 公 因 数 ， 

(如 集合 是 空 , d(x) := 0.) 车 d(z) = 1, 称 x 是 非 周 期 的 . 称 Markov 链 是 非 周期 的 ， 

如 果 其 所 有 状态 都 是 非 周 期 的 . 

引 理 2.4.1 (1) 如 果 z,y 互 达 , 则 d(x) = d(y); 

(2) 如 果 X 是 不 可 分 非 周 期 的 Markov 链 , 则 对 zx,y e 如 ,存在 no, 使 当 n > no 































































































时 ， pe > 0. 





证 明 (1) 存在 site T, 使 得 pep > 0, 对 n> 1 如果 pl > 0， 则 


pM) > pp42p4) > 0, 故 d(y) 整除 s 二 nn 十 而 这 时 pg > 0, 故 d(y) 也 整 





除 ss 十 2n 十 t, 因此 d(y) 整除 mw 即 d(y) < d(x). 同 理 有 d(x) < d(y). 
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(2) 设 Gy := {>1:p89 > 0}, 则 Gy 对 于 加 法 封闭 , 且 因 Gy 的 最 大 公 因 数 





























是 1, 故 存在 mo, 使 Gy 包含 比 mo 大 的 所 有 自然 数 . (这 是 一 个 数论 问题 , 读者 








9 



























































先 利 用 G， 的 最 大 公 因子 是 1 的 事实 证 明 : 存在 n, 使 得 n,n 十 1€ G,, 然后 利用 对 








加 法 封闭 的 性 质证 明 结论 .) 另外 , 存在 s < T, 使 pt) > 0, 故 对 任何 n> no := 








mo 二 5， ph > 0. 














已 上 的 一 个 概率 分 布 (ry :YE 五 ) 称 为 是 转移 矩阵 P 的 平稳 分 布 , 如 果 


> Tipry = Ty, YE EL. 


定理 2.4.5 ”如 果 一 个 不 可 分 非 周 期 的 Markov 链 X 存在 有 平稳 分 布 (rz : x € EE)， 
那么 
(1) X 是 常 返 的 ; 
(2) 对 任何 z,y eB, limn pg = zy, 平稳 分 布 是 唯一 的 ; 


(3) 对 任何 ze E, rz > 0. 





























证 明 (1) 由 平稳 分 布 的 定义 , 对 任何 n > 1， 

















> TDP) = 7y, YEE. 
ZE 已 








假设 X 是 暂 留 的 , 则 limw pt = 0, 由 控制 收敛 定理 , 对 任何 ye 媚 , ry = 0, 与 
(ry) 是 概率 分 布 矛盾 . 
(2) 我 们 首先 构造 妃 x 互 上 的 转移 矩阵 ,对 (zx,y), (u,v) Ex 万 ,定义 






































p((x,Y), (uv)) := Poupyo， 


容易 验证 (p((z,9), (wv0)) : (Z,9), (WWv)E 如 x 瑟 ) 是 忆 x 马上 的 转移 矩阵 , 称 为 是 
P 的 耦合 矩阵 , 存在 以 互 x 已 为 状态 空间 的 Markov 链 ((Y,2) :ne T) (对 某 个 
给 定 的 初始 分 布 ), 以 耦合 矩阵 为 转移 窍 阵 , 称 其 为 耦合 链 , 显然 (7,) 与 (Zn) 是 两 
个 独立 的 Markov 链 , 因此 




















p™ (2 0) (30)) = op， 
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由 引 理 2.4.1, 耦合 链 也 是 不 可 分 非 周期 的 , 且 zis) := zany，z,y Ex 如 是 灯 合 


链 的 平稳 分 布 , 故 耦合 链 也 是 常 返 的 . 固定 z € 五 , 令 


F(Z (2 





即 首次 命中 (z,z) 的 时 刻 , 则 对 m < nn， 











PP ({(¥,,, Zn) = (u,v),T = m}) 


Pe) 





= P(t my Zi 二 (wo)})P (7 = m) 


= pp PE (r = m). 





























此 推出 
P29) (Y,, = Pl) (2,, = 
因此 
De 二 P(7 2) (了 = wu) < Pl) (了 = UT <n)+ P(*) (7 > n) 
一 Pl) (2,, = UT < n)+ P(*) (7 > n) 
< Pl) (2,, 二 4) 十 正 (",2) (7 > n) 
po PEDr > 
同 理 可 证 





DO < pH) + PE (rT > n). 


wu 





政 p52 -po < PC)(7 > n), 而 耦合 链 是 常 返 的 理念 着 PE 四 (7 < co) = 1, 因此 

















lim 人 一 p02| = 0, x,y,z E 五 . 





另 一 方 二 

















rs p= >》 mypf 一 DC = > my(p0 — ph), 


YS yeEE 





由 控制 收敛 定理 ,lim pa = ms，z,z € 五 . 


98 随机 过 程 基础 

















(3) 因 z,y 互 达 , 存在 i,j > 1 使 得 po .pp2 > 0, 而 对 任何 me 下 ， 











2 和 押 的 了 罗 太 和 








令 nn 一 00; fs > pp2r， 因此 如 果 某 个 rs 是 零 , 则 所 有 


{zz : Ze 巨 } 一 定 全 是 严格 正 的 . 
非 周 期 的 条 件 是 本 质 的 , 例如 我 们 取 名 = {0,1}, po,1 = 1,p1,o = 1, 则 容易 验 








他 都 是 零 ， 故 









































它 是 不 可 分 常 返 链 ， 平稳 分 布 To 一 Ti 一 一 ,但 pl 人 极限 不 存在 . 














定理 2.4.6 ”如 果 一 个 不 可 分 非 周 期 的 Markov 链 X 没有 平稳 分 布 , 则 对 任 


下 
守 




















ZW E E, lim,, pe = 0. 


证 明 我们 仅 需 考虑 X 是 常 返 的 情况 , 这 时 如 果 在 上 面 定 理 证 明 中 构造 的 耦合 链 
是 暂 留 的 , 则 由 定理 2.4.3， 





























2p) = Dp (z, 7), (y,Y)) < oo， 


故 lim pM = 0. 

现在 设 耦 合 链 是 常 返 的 , 假设 结论 不 对 , 因 巨 是 至 多 可 列 的 , 故 存在 一 个 子 列 
(nw) 使 imu pgy) 对 所 有 z,y € B 存在 , 且 不 全 为 零 , 由 上 面 定理 的 证 明 中 可 知 极 
限 值 与 x 无 关 , 令 ay := limv py). 对 已 的 任意 有 限 子 集 M， 


>， 三 im > py) < 


yEM yeEM 




































































故 a := 2 ay 1. 另外 ， 


yeEE 


人 入 过 mv 十 1) _ ks 
>， ph py,y < pvt 9 oe D> pa cp)， 
zEM z€EE 








由 控制 收敛 定型 


1 














》 QzPz,y < 》 Pzr,zQy = Qy,) 


zEM z€EE 





这 推出 2 asps,y < ay 如 果 其 中 有 一 个 严格 小 于 , 则 


zEE 














a=>va>> apw = as=a 
















































































































































































yeEE VE 五 z€EE zEE 
导致 矛盾 , 故 对 任何 ye E, 并 asp， =ay. 因 Qa>0, 记 7 := 0 那么 (ry :ye 
zE€EE 
五 ) 是 (psy : X,Yy € 怠 ) 的 一 个 平稳 分 布 , 与 条 件 矛 盾 
为 了 进一步 区 别 常 返 的 类 型 , 我 们 引入 正常 返 与 零 常 返 的 概念 . 设 状态 y 是 党 
返 的 , 称 它 是 正常 返 的 , 如 果 平 均 回 转 时 间 有 限 
by := EY(ny) = > nf < oo， 
Wi 
否则 称 y 是 零 常 返 的 . 
定理 2.4.7 设 y 是 常 返 的 且 limp 外 存在 记 为 ww, 则 wj > 0 当 且 仅 当 jy < oo， 
这 时 何尝 a 
Hy 
证 明 数列 (p 罗 ) 与 (内 9) 的 母 函数 P(t) 与 F(t) 满足 P(t)(1 -F(t)) = 1. 
因为 lm p 存在 , 由 Abel 定理 ( 见 81.5 习 题 ) 或 其 推论 推出 
lim py y = lim ca 
yy i 1 F(t) FF’(1) 
因此 定理 的 结论 是 显然 的 . 
从 以 上 结果 可 以 看 出 , 一 个 不 可 分 非 周 期 Markov 链 可 分 为 3 种 情况 : 
(1) 链 是 暂 留 的 ， 这 时 py% < %， y E 五 ,不 存在 平稳 分 布 ; 
(2) 链 是 零 常 返 的 , 这 时 开 po = co, 但 limn po = 0, 不 存在 平稳 分 布 ; 
(3) 链 是 正常 返 的 , 这 时 Dp 的 = co, 且 lim, p0) = 7y > 0, 存在 平稳 分 布 . 
例 2.4.8 设 马 是 非 负 整数 集 , 令 
[| 
| | 
| 0 0 .| 
万 :一 人 有 1 
lg 0 0 ps | 


























其 中 ps,qs 是 正 的 , 且 ps 十 qs = 1, 因此 P 是 一 个 转移 矩阵 设 X 是 一 个 


以 了 P 了 为 转移 和 矩阵 的 Markov 链 , 容易 验证 X 是 不 可 分 非 周 期 的 对 nz 1， 























nn 
k ~ | 
4 (= 一 Po(To >m=1-pop pn ly 当 m 一 co 时 ,乘积 popl…pn_i 
































极限 存在 , 记 为 w 显然 we [0,1], 且 X 是 常 返 的 当 且 仅 当 a = 0. 




















解 方程 2 Trpry = Ty, Y E 得 Tr = TopPop1***Pzr-1, TX 之 1. 因此 ， 上 述 


FE 


Markov 链 有 平稳 分 布 当 且 仅 当 级 数 


> popl Pzr—l1 


wl 


收 伍 . | 
































习 题 





1. 证 明 : z 可 达 vy 当 且 仅 当 存在 nz 1,zxeEB,0<ign, 使 得 p,,,,s, > 0， 


















































:R&A 0 
2. 证 明 : y € EB 是 常 返 的 当 且 仅 当 对 任何 上 > 1, 有 PY(7yo0k < 00)=1. 















































明 
3. 证 明 : 例 2.4.3 中 具 吸 收 壁 的 随机 游 动 必定 在 有 限 步 达到 状态 0 或 7. 
明 : 对 任何 zx,y € 瑟 ， 





fy Dr = = 入 fA pm) = 》， pm. 


n=1m=1 n=1 











5. 证 明 : 如 果 y e EE 暂 留 , 则 bo <o00,r€EE. 
6. 设 = {0,1}. 
(1) 验证 : pr = p1,0 + (po,o 一 pio) pd 1 
的 表达 式 并 求 出 极限 ; 
(3) 求 出 p89 及 其 极限 
7. 证 明 : (1) 如 果 C 是 闭 的 , 那么 对 任何 mn > lzecygC 有 po = 0 











(2) 写 出 



































朗 

















(2) 一 个 Markov 链 不 可 分 当 且 仅 当 它 没有 真 闭 子 集 ; 
(3) 所 有 常 返 状态 全 体 是 闭 集 . 





10. 


11. 


2 


13. 


*]4. 
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袋 中 有 3 
一 袋 中 , 用 pw 表示 交换 n 次 后 
设 和 XX = (Xn) 是 概率 空间 
Yh := (Xn, Xn41). 记 FPF:= {ry EExE: py > 0}. 


(1) 证明: (Y,) 是 一 个 以 下 为 状态 空间 的 Markov 链 ; 











(2) 写 出 转移 概率 并 证 明 : 如 果 X 是 不 可 分 与 











上 E 周 划 














(3) 证 明 : 如 果 {frz} 是 XX 的 平稳 分 布 , 则 {rspz,y : 
分 布 . 
证 明 : 一 个 有 限 状 态 Markov 链 没 有 零 常 返 状态 ， 



































某 人 有 7 把 鲍 放 在 家 或 者 办 公 室 


















































手边 有 伞 时 , 带 一 把 伞 走 , 到 达 后 放下 
(1) 用 X。 表示 他 第 n 次 出 (家 或 
个 Markov 链 , 写 出 其 转移 概率 . 
(2) 计算 他 被 淋 湿 的 概率 的 极限 . 
(3) 证 明 : 对 任何 p, 5 把 伞 可 以 保证 他 以 


















































已 下 证 














它 是 否 有 平稳 分 布 ? 如 有 有 





个 黑 球 , 乙 袋 中 有 3 个 白 球 , 每 次 从 两 袋 中 各 任 取 一 球 , 交换 放 入 男 
袋 中 的 球 颜色 一 致 的 概率 , 求 lm pv. 


0, 多 ,P) 上 以 五 为 状态 空间 的 Markov 链 . 令 


, 则 了 也 是 ; 


(z,y) EeE fF} 是 Y 的 平稳 


且 不 能 所 有 状态 都 是 暂 留 的 . 
于 来 往 于 家 与 办 公 室 之 间 . 当 . 
下 雨 的 概率 等 于 p. 
首 办 公 室 ) 门 时 手边 的 伞 的 数目 




















. 仅 当 天 下 十 








,说 明 它 是 一 











本 
;J 














95% 以 上 的 概率 不 被 淋 湿 . 





平稳 分 布 





五 上 的 函数 户 称 为 关于 Markov 链 X 不 变 的 , 如 果 对 任何 x € EE, h(x) = 


> psyh(y). 


VE 


(1) 验证 : 对 任何 a,b€E EB,x rm P”(7。 < 76) 是 调和 函数 ; 





(2) 证 明 : 如 果 X 不 可 分 ,那么 某 点 处 为 零 的 非 负 不 变 函 数 
是 闭 集 , x 4C. 证 明 : 如 果 x 常 返 , 则 z 不 可 达 C 中 的 任何 状态 . 因此 
分 解 为 闭 集 的 不 交 并 , 使 得 X 限制 在 其 














设 C 








常 返 的 Markov 链 的 状态 空间 可 以 唯 
中 每 个 闭 集 上 不 可 分 . 

















下 等 














是 常 返 的 Markov 链 , 那么 X 一定 有 非 习 














E 凡 的 不 变 测度 














非 零 测度 





ZE 五 


分 的 , 那么 在 相差 常数 倍 的 意义 下 唯 

















. 即 存在 如 上 的 
Tz)jzcB, 使 得 2 zzpzy = Ty 对 任何 y eB 成立. 如果 关 是 不 可 








82.5 Poisson 过 程 


-个 随机 过 程 也 被 视 为 从 概率 空间 (Q, 多 ,了 正 ) 到 (ET',@1) 的 一 个 可 测 映射 &， 
即 对 wenmwto:t Xi(w) 是 T 到 万 的 映射 ,因此 随机 过 程 也 常 称 为 是 随机 映射 
或 随机 函数 . 
现在 我 们 设 T 上 有 一 个 可 测 结构 , 即 o- 代数 8(T), 用 M 表示 (T,8(T)) 上 测 
度 全 体 , 且 对 于 B eeE(T),A mA(B) 是 M 上 (可 取 无 穷 大 值 ) 的 非 负 函 数 , 令 
































Eu := o({p = p(B): BE 2(T)}), 


即 是 M 上 使 函数 jw 一 1(B)，B € 8(T) 成 为 可 测 函 数 的 最 小 o- 代数 . 概率 空 
间 (0Q, 多 ,P) 到 (M, Ew) 的 一 个 可 测 映 射 称 为 是 T 上 的 一 个 随机 测度 . 显然 下 
上 的 随机 测度 jy 自然 地 诱导 了 (0, 多 ) 到 (T,E(T)) 的 核 : p(w,B) := 44(w)(B)， 
反之 (QQ, 多 ) 到 (Te(T)) 的 核 也 可 自然 地 视 为 下 上 的 随机 测度 . 另外 一 个 随 
机 测度 也 可 视 为 一 个 指标 集 为 8(T) 的 随机 过 程 如果 /是 随机 测度 , 定义 
A(B) := Ey(,B), Be 6(T). 由 Fubini 定理 , 入 是 (T,E(T)) 上 的 测度 , 称 为 是 凡 
的 强度 . 

在 这 一 节 中 , 我 们 将 仅 研 究 整 数值 随机 测度 , 实际 上 , 点 过 程 是 整数 值 随 
机 测度 的 特例 . 用 Mo 表示 (T,8(T)) 上 的 非 负 整数 值 (可 取 无 穷 大 ) 测 度 全 体 ， 





















































Emu, := Mo Bm, 即 Mo 上 使 函数 喇 1(B),， Be 8(T) 成 为 可 测 函 数 的 最 小 o- 
代数 . 概率 空间 (Q, 多 ,P) 到 (ME ) 的 一 个 可 测 映 射 称 为 是 下 上 的 一 个 整 值 随机 
测度 , 我 们 通常 以 核 的 形式 来 记 一 个 随机 测度 . 

















定义 2.5.1 设 (0Q, 多 ,P) 是 概率 空间 , (T, 8(T)) 是 可 测 空 间 , T 上 的 一 个 整 值 随机 
测度 / 称 为 是 Poisson 随机 测度 , 如 果 下 列 条 件 满足 : 


(1) 对 Be 8(T), 和 (B) < 00, 则 4(:,B) 服从 参数 为 和 (B) 的 Poisson 分 布 ; 
(2) 若 Bi1,… ,B,, E 8(T) 互 不 相交 且 A(Bi;) < 0o0, 1 < i < n, 则 随机 变量 












































是 相互 独立 的 . 











下 面 是 Poisson 随机 测度 的 存在 性 定理 . 





定理 2.5.1 给 定 (T,6(T)) 上 的 一 个 o- 有 限 测 度 入 , 存在 一 个 强度 为 入 的 Poisson 
随机 测度 /. 
证 明 因 入 是 o- 有 限 的 , 故 存在 互 不 相交 的 集 列 {U%} CE(T), 使 得 0 < 和 (Cn ) < 






















































































co 且 Un = T, 则 由 推论 2.2.1, 存在 一 个 概率 空间 (Q, 多 ,P) 及 其 上 满足 如 下 条 
件 的 随机 变量 族 : 
(1) 对 任何 n> 1, {8 :i= 1,2,…} 是 一 列 取 值 于 Un 的 随机 变量 , 且 分 布 


同 是 一 L.A; 











(2) 对 任何 n > 1, s,, 是 服从 参数 为 和 (U,) 的 Poisson 分 布 的 随机 变量 ; 











(3) 所 有 随机 变量 Es, n,i = 1,2,.…. 是 相互 独立 的 . 





u(w,B) := >， 1pnv, (to we Q, Be 8(T), 
































0 
(和 式 中 如 出 现 2 约定 是 零 .) 则 / 是 一 个 满足 定理 要 求 的 Poisson 随机 测度 . 下 而 


党 二 出 
我 们 对 此 进行 证 明 . 
任 取 Bi,:… ,BE 8(T) 互 不 相交 及 非 负 实数 qa1,… ,am. 我 们 需要 计算 随机 
向 量 (4(, B1),… ,An Bm)) 的 Laplace 变换 


















































则 {XX} 是 独立 随机 变量 序列 . 
事实 上 , 任 取 及 的 Borel 子 集 41,… ,4,, 有 











P(X1 € Ai,::..,X, € A,) 
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= >》 P(XieAi,...,X, € An,si=n Pe 
ep 
{2 m \ 
> P DD jalpr(t)) Ee Apsyp= jnl<Skgn 
ji jn 宛 0 (= j=1 / 
n /< m 1 
~ ~ ~ 天 
和 2 P aj15y (对 )) € Ap, sk = ji 
Jj1,°" jn20 k=1 a j=1 4 
(= mm 
Qj 已 7 (全 ) € ky Sk Jk 
k=1 jx0 | | 


现在 


























CE nl > Bt(sa = )1I 1 exp 全 071B? cm 


j=1 





co % ex — 2 ajlBpnv, 人 
= [> Ps = (/ 人 1 


A 和 (Un) 








二 人 
= >,Pr(s=)|1- 守 











f oo mm 1 
=exp1— DD eo" AB NU,)? 
人 n=1j=1 J 
人 nn 1 
= exp 1 一 e "’)A(B,) ， 
\ 和 ) 


这 个 等 式 最 终 证 明了 两 件 事情 : (i) 对 任何 BE 8(T), pj(:,B) 的 Laplace 变换 是 








Eexp(—ap(, B)) = exp(—(1 ~ e-°)A(B)), 


因此 jy(:,B) 服从 参数 为 (B) 的 Poisson 分 布 ; (ii) pj(, Bi1),… ,4(, Bm) 是 相互 独 


立 的 . 














取 T= [10,o0), 8(T) 是 T 上 的 Borel 代数 , m 是 T 上 的 Lebesgue 测 度 , 入 > 0 





是 常数 , 则 存在 T 上 的 随机 测度 A 使 得 对 B € GEG(T), Eu(,B)) = Am(B). 


teT,weQ, 令 


Ni(w) := p(w, (0,1t]), 





则 对 于 t> s > 0, 有 Ni 一 Ns = jp(-,(s,4]), 且 过 程 N = (Ni :teET) 有 下 列 性 质 
(1) No = 0, tNi(w), weg 是 单调 增加 的 右 连 续 整 数值 阶梯 函数 ; 
(2) 对 上 > s 之 0, Ni 一 和 Ns 服从 参数 为 A(t 一 s) 的 Poisson 分 布 ; 
(3) N 是 独立 增 量 过 程 , 即 对 于 0 区 下 < < 有 NI NE Ni Ni 
Ni，， 是 相互 独立 的 ， 


























n 


对 


106 随机 过 程 基础 








定义 2.5.2 定义 在 带 流 概率 空间 (Q, 多 , (ZF41),P) 上 的 适应 右 连 续 随 机 过 程 
N=(V:teT) 称 为 是 参数 为 入 的 (8 罗 ,)-Poisson 过 程 , 如 果 它 满足 : 
(1) No= 0 a.s.; 











(2) 对 t+>s>0,k>0, 


(A(t—s 
k! 





k 
P(N, — Ns, = k|F,) = ) 人 








Poisson 过 程 是 Poisson 随机 测度 的 一 个 特例 , 上 Poisson 随机 测度 构造 的 满足 
生 质 (1)(2)(3) 的 过 程 是 关于 自然 流 的 Poisson 过 程 , 因此 Poisson 随机 测度 的 存在 
性 列 含 着 Poisson 过 程 的 存在 性 . 

设 N= (Ni :teET) 是 Poisson 过 程 , 则 它 在 t 时 刻 的 值 Ni 常 被 视 为 一 个 服 
务 系统 在 t 时 刻 前 请 求 服务 的 次 数 , 令 



































Ti 
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Sn := inf{t ET:N:>2n},nz>0. (2.5.1) 
Sn 理解 为 第 n 次 服务 请 求 的 时 刻 , 再 令 ,是 服务 请 求 间 隔 时 间 , Th := 5% 一 Sn_1) 























定理 2.5.2 。{T, :n> 1} 是 独立 同 分 布 的 , 且 都 服从 参数 为 A 的 指数 分 布 . 
证 明 “ 先 计算 (91, 5 … ,54) 的 联合 分 布 , 显然 它 的 值 域 是 








G := {( Ys) E R*:0<Yy < < yr}. 


考虑 矩形 (s1,t1] x (s2,t2| 站 (st CG, 则 0 < ST ti i to AS 














Sk < tk, 





P((S1,:... ,Sk) E (siyti] Xx :+ x (sx,tx]) 





=P(s1 <S1 <ti<s <S <to <...<sk < Sr tr) 














= P(N,, =0,N,, — N,, =1,N,,— N=)0, 
‘Ns, — Ns, ,=0,Ni, — Ns >1) 

= P(N,, = 0)P(N,, — N,, =1) 
P(N, — Ns, , = 0)P(N,, — N。 >1) 








a @— Ns1ts2—tit.+tsr— te—1) ( 


ti 一 31) ? “(th = Sk 1) 


. A*—le— Aet titer sr-1) (1 NE e— Nte— sx.)) 


A(t Sp) (0 ME) 


-|/ Me MW dy .dye 


(V1 YR)E(SI tI XX (sy,tn] 


另外 G 中 的 矩形 生成 的 o- 代数 恰 是 G 上 的 Borel 代数 , 故 &- 维 随机 向 量 
(S1, S52,.… ,Sk) 的 分 布 密度 函数 是 





中 
见 





p(y1, I , Yk) 和 i 





现在 我 们 来 计算 (T,… ,Tk) 的 联合 分 布 . 对 于 ,… ,tk > 0， 




















P(T > ti ,Tr > ti) 
= P(S1 >t1,S2— S51>t2,,Sn — Sn-1 > tn) 
-| Me Nr dy dy 
Yi1>ti,y2 Yi to Yk Yk 1> tk 
Ooe 
= A (—de*Y*) 
8V1>tl)y2 一 V1>t2， rr Yk 1 Yk-2>tk-1 ”大 十 WE 一 1 


一 At 一 Xt 一 和 
@ Ne M2,,.@ 和 tr. 























E 明 了 首先 每 个 T 都 服从 参数 为 入 的 指数 分 布 , 其 次 {T,} 是 相互 独立 的 . 





这 训 




















反 过 来 , 给 定 概率 空间 (9, 多 ,P) 上 的 一 个 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 的 独立 随 
机 变量 列 {TT, : nz 1}. 令 








D( or) = 和 ee gr 二 





,二 
并 


因此 任 取 整数 1 < ki < Ka < < jn (Sg, Sps ,i , Sk, ) 的 联合 分 布 密 











yl (ya —Yy1)2 *1 1 i (Yn Vn) 
(Rl) (kak—1)! (kn kan_1—1) | 


0< 们 <oo< < 令 


Ni:= sup{n>0:5, <t},t>z0, 


























定理 2.5.3 ”以 上 构造 的 随机 过 程 N = (Ni :teT) 是 参数 为 和 的 关于 自然 流 的 





Poisson 过 程 . 





























证 明 Poisson 过 程 定义 的 条 件 (1) 是 显然 的 . 对 于 0 <… < 如, 应 用 上 面 给 
出 的 联合 分 布 密度 计算 No, Ni, 一 Ni,,… ,Ni, 一 N ， 的 联合 分 布 律 ， 








由 





得 
租 


P(N:, = j1, Ni 一 Ai 一 Ja2，……， , Ni, = Ni _s = jn) 
= P(N = fi, Ne = N+ jo ,Ne, = 有 N+ + jn) 


-Ah (Xt1)7 ,0—A(t2—t) (A(ta — t1))” .A(t tn 1) (X(t — tn 1))’” 


1! Jj2! jn! 























于 自然 流 的 Poisson 过 程 . 

Poisson 过 程 的 构造 还 有 多 种 方法 , 例如 由 第 四 节 的 结论 , 在 在 一 个 从 零点 出 发 
的 Markov 过 程 X 具有 Poisson 半 群 作为 转移 半 群 , 过 程 X 是 一 个 平稳 独立 增 量 
过 程 且 增 量 服 从 要 求 的 Poisson 分 布 , 但 Kolmogorov 定理 不 保证 轨道 有 所 要 求 的 
性 质 . 我 们 可 以 用 类 化 - 节 中 证 明 Brown 运动 轨道 连续 时 所 使 用 的 方法 证 明 X 

















"| 


















































































































































有 一 个 修正 是 Poisson 过 程 . 
最 后 我 们 介绍 点 过 程 的 概念 , 可 以 说 它 是 随机 测度 的 特例 , 但 在 实际 中 有 更 多 
的 应 用 . 设 (EB,@) 是 可 测 空 间 , 给 万 附加 一 个 点 644 蕊 记 为 Bi,@; 是 相应 的 o- 代 数 . 









































定义 2.5.3 ”概率 空间 (0, 多 ,P) 上 , 状态 空间 为 (Bs, 人 @) 的 过 程 p= (pi :t > 0) 
称 为 点 过 程 , 如 果 
(1) 映射 (s,w) 性 pi(w) 是 多 ((0,00)) x 多 可 测 的 ; 


) 
(2) 对 几乎 所 有 w, D(w) := {t: pi(w) 关 引 是 可 数 的 . 
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点 过 程 p 称 为 是 平稳 的 , 如 果 对 任何 t > 0, p 与 peb 等 价 , 其 中 peb: 是 指点 过 程 





3 上 pstt- 

















设 p 是 点 过 程 . 由 定义 
N((0,t] x U):= #1{s: 0<s<t,p(s)eU},t>0UeEeS®R 


所 诱导 的 (0,co) x 五 的 随机 测度 N 称 为 是 p 对 应 的 随机 测度 . 点 过 程 p 称 为 离散 
的 , 如 果 对 任何 +> 0, N((0, 引 xx 五 ) < oo a.s.; 称 为 是 o- 离散 的 , 如 果 存 在 ETE， 
使 得 p 限制 在 每 个 B,, 上 是 离散 的 . 一 个 o- 离散 的 点 过 程 p 称 为 是 Poisson 的 , 如 
果 N 是 Poisson 随机 测度 . 显然 , 如 果 p 是 平稳 Poisson 点 过 程 , 那么 N 的 强度 
n(dtdz) 关于 t 平移 不 变 , 即 存在 EB 上 的 测度 mn, 使 得 n(dtdzx) = dtn(dx). 这 时 n 
显然 是 一 个 o- 有 限 测 度 , 称 为 p 的 特征 测度 . 由 定理 2.5.1 推出 下 面 平稳 Poisson 
点 过 程 的 存在 定理 . 
定理 2.5.4 给 定 下 上 o- 有 限 测度 n, 存在 一 个 特征 测度 为 n 的 EE 上 的 平稳 


Poisson 点 过 程 . 
























































如 果 N = (Ni) 是 Poisson 过 程 , 那么 pi := ANi:= 和 NV 一 Ni 是 R\{0} 上 的 
平稳 Poisson 点 过 程 , 特征 测度 是 测度 Ae1. 反之 亦 然 . 下 面 我 们 将 给 出 平稳 Poisson 
点 过 程 的 一 个 刻画 . 先 证 明 一 个 引 理 . 一 个 适应 过 程 N = (N!,.… ,NY) 称 为 是 
d- 维 Poisson 过 程 , 如 果 每 个 N' 都 是 右 连续 适应 过 程 , Nu = 0 且 存 在 Ai, 使 得 对 任 


何 t>s>0,ki,... ,ka ED ， 

































































4 d 
(ne A oz] = EA 
i=1 Se 让 











引 理 2.5.1 “一 个 适应 过 程 N = (N'!,… ,NY) 是 d- 维 Poisson 过 程 当 且 仅 当 

















(1) 每 个 N’ 是 Poisson 过 程 ; 

(2) N 是 平稳 独立 增 量 过 程 ; 

(3) 任何 两 个 N: 都 不 会 同时 跳跃 . 
证 明 我们 只 证 明 充 分 性 , 必要 性 作为 习题 . 不 妨 设 g = 2. 在 条 件 之 下 , 只 需 验 证 
N1,N? 是 独立 的 . N 诱导 R2\{0} 上 的 点 过 程 pi := (ANdl,AN2). 条 件 (1), (2) 
说 明 p 是 离散 的 平稳 Poisson 点 过 程 . 因为 N!1,N? 不 会 同时 跳跃 , 故 



































Ni =#{0<s<t: ps= (1,0)} 
=#{0<s<t: ps = (0,1)}. 











由 定义 推出 两 者 是 独立 的 . 














定理 2.5.5 一 个 o- 离散 的 点 过 程 p 是 平稳 Poisson 点 过 程 当 且 仅 当 


























机 测度 . 























对 任何 
s>0,0< <Z….<ta 及 Ui e€ 68, 使 得 (N((s,s 十 熙 XU0i):1&<igd) 独立 于 多 。 
上 与 (N((0,ti] x Ui) :1 < ig qd) 同 分 布 , 其 中 (多 ,) 是 p 的 自然 流 , NN 是 对 应 的 

















澡 


证 明 只 需 证 明 充 分 性 . 在 给 定 的 条 件 下 容易 看 出 p 是 平稳 的 . 我 们 只 需 证 明 NN 




















是 Poisson 随机 测度 . 首先 由 条 件 推出 过 程 二 rm N((0,4] x U) 是 平稳 独立 增 量 右 
E 续 过 程 且 以 跃 度 1 增加 , 因此 是 一 个 Poisson 过 程 (参考 定理 4.3.9), 那么 我 们 
只 需 验证 随机 测度 定义 的 条 件 (2). 再 由 条 件 所 示 的 独立 性 , 我 们 只 需 证 明 对 任何 






















































































U; :i 二 1,.…,d 互 不 相交 , (N((0,t] x 0):i= 1,…,d) 独立 就 足够 了 . 而 这 恰 是 





















































d 个 具 平 稳 独 立 增 量 的 且 任 何 两 个 都 不 会 同时 跳跃 的 Poisson 过 程 . 引 理 2.5.1 说 明 
它们 是 独立 的 . 




















例 2.5.1 如 果 f 是 [0,0) 上 右 连 续 左 极限 存在 的 函数 , 那么 容易 验证 f 的 不 连续 



































点 是 至 多 可 数 的 . 实际 上 , 它 在 任何 有 限 区 间 上 跃 度 不 小 于 任何 给 定 正 数 的 不 连续 


























点 ft: ji > a}, a > 0 是 有 限 的 . 设 久 是 巨 上 的 一 个 右 连 续 且 左 极限 








存在 的 随机 过 程 , 那么 X 的 几乎 所 有 轨道 的 不 连续 点 最 多 是 可 数 的 . 定义 





pt := (Xt_, Xi), t > 0， 





那么 p 是 巨 x EB\6 上 的 o- 离散 的 点 过 程 , 其 中 6 是 x 的 对 角 线 . 
如 果 X 是 R* 上 一 个 右 连 左 极 的 平稳 独立 增 量 过 程 (参考 例 2.1.6)， 




















pi 二 AXi = Xi 一 Xi_,t>0.p 是 一 个 ROA\{0} 上 的 平稳 Poisson 点 过 程 . 习 





因为 若 s 固定 ， 











N((s,s+t] x U)= >》， l{Ax,.ev} 


s<r<stt 


= 2 ltrax,ev})°0s = N((0,t] x U)o°0,, 


0O<r<t 





由 过 
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程 圭一 Xes =- Xs。 完全 决定 , 故 由 平稳 独立 增 量 的 性 质 推出 对 任何 s > 0， 
0 < 五 < <ta 及 Ue ZB(RAN{0})), (N((s,s+t]xUi):l<igd) 独立 于 ZF, 
































后 面 我 们 将 证 明 其 特征 测度 就 是 XX 的 Lévy 测度 . 


习 题 


























与 (N((0,ti]xUi) :1<<igd) 同 分 布 . 因此 由 定理 2.5.5 推出 p 是 平稳 Poisson 点 


. 设 X; :i 之 1 是 独立 随机 序列 ,分 布 都 是 1, N 服从 参数 为 A > 0 的 Poisson 分 


N 
布 , 且 与 {X;} 独立 ,定义 n(B) := 2 1fxies) 证 明 :7 是 Poisson 随机 测度 . 
21 








kN 


是 一 个 右 连续 的 平稳 独立 增 量 过 程 , 称 为 复合 Poisson 过 程 . 





. 设 0<s<t, 证 明 : 





P(N,s = kN: = n) = 的 Cy: (1 a 0<k<gn. 




















Poisson 过 程 . 证 明 : 
(1) (Ni 十 N;) 是 参数 为 和 十 入 的 Poisson 过 程 ; 
es 
入 十 入 

一 部 机 器 需 两 种 部 件 才能 运作 , 1, 2 两 种 部 件 的 库存 分 别 为 n,m 个 ， 
部 件 的 工作 时 间 独 立 分 别 服从 参数 为 ai,as 的 指数 分 布 . 计算 机 器 可 运 
的 平均 长 度 





(2) (Ni 十 N1) 的 第 一 次 跳跃 来 自 过 程 N 的 概率 是 















































. 设 N 是 参数 为 和 的 Poisson 过 程 ,， 5,, 如 (2.5.1) 定 义 . 固定 上 > 0. 令 4; := 
t 一 SN,, Bi = SN,41 一 t. 证 明 : hi 与 Bi 独立 . 试 求 它们 的 分 布 . 
. Sn。 如上. 固定 七 > 0. 定义 Li := SN,41 一 SN,. 证明: Li 的 密度 函数 为 
人 sx 
入 ”Ze 一 x € (0,), 
di(z) = 
La(l + Xt)6= 2 wt 
. 设 有 Poisson 过 程 N= (N :tt>0) 与 (X:m >1) 是 独立 同 分 布 随机 序列 ， 
ol(X， :nn 之 1) 独立 于 co(N :tt>0). 令 0 和 := 2 Xi. 证明: Z = (2 :>0) 


. 设 W=(N:t>0) 与 NW=(NI:Lt>0) 是 两 个 独立 且 参 数 分 别 为 入 与 入 的 











.每 个 








作 时 间 
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Hx 





























8. 电梯 从 1 层 出 发 向 上 ，mi 表示 第 ii 层 上 电梯 的 人 数 , 它们 相互 独立 并 服从 参数 
为 Ai 的 Poisson 分 布 . 独立 于 其 他 事件 , 从 ii 层 上 电梯 的 每 个 人 在 7 层 下 的 概 
率 是 Pij, > Di 二 1. 再 用 O) 表示 7 层 电梯 的 人 数 . 

j>i 






















































































(1) 计算 E(O;); 
(2) 计算 0; 的 分 布 ; 
(3) 计算 0;，O 的 联合 分 布 . 
9. 计算 给 定 5,, = +t 时, (51,… ,5%_1) 的 条 件 联合 密度 . 
10. 设 m 是 R? 上 Lebesgue 测度 . / 是 以 Am 为 特征 测度 的 Poisson 随机 测度 . 记 
X(w) 是 0 点 到 测度 jy(w,-) 的 最 近 的 支撑 点 的 距离 . 证 明 : P(X > 上 一 er 






































1 Pe 
aX = VA. 
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11. 设 N',N? 是 两 个 独立 的 Poisson 过 程 , 证明: 它们 几乎 不 可 能 同时 跳跃 , 即 








EO (NI -NI )(N?— N2 )=0. 


s>0 











12. 设 X,Y 是 两 个 等 价 的 右 连 左 极 平稳 独立 增 量 过 程 . 证 明 : 它们 对 应 的 平稳 
Poisson 点 过 程 的 特征 测度 一 致 . 








82.6 ” Brown 运动 


























Brown 运动 是 最 重要 的 一 类 随机 过 程 . 可 以 说 , 它 是 所 有 随机 过 程 重要 性 质 的 
时 .如 它 是 Markov 过 程 , 它 是 平稳 独立 增 量 的 , 它 是 连续 的 , 它 是 款 等 等 . Brown 
运动 实际 上 是 对 植物 学 家 R.Brown 所 发 现 现 象 的 一 种 数学 模拟 . 他 发 现 悬 浮 在 液 
体 表面 的 花粉 颗粒 会 无 序 地 向 各 个 方向 运动 而 无 法 预测 . 在 1905 年 , A. Einstein 用 
自己 非凡 的 物理 直觉 找到 了 答案 : 花粉 颗粒 的 无 序 运动 是 因为 水 分 子 在 各 个 方向 措 
它们 的 缘故 , 从 而 算出 了 它 的 增 量 的 分 布 . N.Wiener 在 20 年 后 证 明了 按 这 种 分 
布 得 到 的 随机 过 程 的 轨道 实际 上 是 连续 的 , 因此 它 的 确 可 以 认为 是 花粉 颗粒 运动 的 
数学 描述 . 所 以 Brown 运动 也 称 为 Wiener 过 程 . 

考虑 及 上 的 热传导 方程 
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泗 








其 中 人 是 Laplace 算 子 . 容易 验证 方程 的 解 是 








p(t, x) := 














对 上 > 0, 令 Pi(z,4) := /p(t,y 一 x)dy, x E R4,Ae 多 (R'), 称 其 为 热 核 半 群 (heat 
kernel). 
引 理 2.6.1 热 核 半 群 (P) 是 R* 上 转移 半 群 旦 满足 

(1) 对 任何 有 界 的 fe 多 (R") 及 二 > 0, Pf 是 有 界 连续 的 ; 
































(2) 对 fe Co(RI), 当 上 40 时, Pif 一 致 收 化 于 上 




















证 明 ” 先 证 明 (已 ) 是 转移 半 群 . 不 妨 设 d= 1, 首先 对 任何 t+ > 0, Pil = 1, 其 次 对 























t,s > 0， 


PP,(z, A) -|/ Pi(zx, dy)P,(y, A) 
R 
= /az | py spls,2 — yay 
A 及 
1 2 | 
=-/ dz/ 一 ep 也 一 了 1 C= ) 
A R 2TrVts 2t 2s 
/ 1 ( (s+4+ty = 2(88+4 zt)y + tz? 4 
dz ==:@XD 
A R 2rV1s 2ts 
ey) 1 | we ( = 
二 馆 一 ex 1 exp | 一 ? 
A R 27rVts 号 2st 法 t+i+s 了 2 于 2 


_ C7) 1 ts 
= / e 2(t+s) 一 一. Was dz 一 Pr s(x, A). 
27rVts ti+s 


























另外 因为 p(t,:) 是 连续 的 , 故 (1) 显然 . 最 后 证 明 (2), 取 fe Co( 及 4), 那么 f 是 一 
致 连续 的 且 对 任何 N > 0, 有 
































Pf (0) = 0 < f+ 0) -fp Way 





= V+) fe ay 





三 ly 
/Vit fe ay 


< 0 
V2 yg 
2 _ ly 
2 e 2 dy. 
V27 yl>N 














因此 由 标准 的 方法 可 证 明 (2) 成 立 . 
由 定理 2.3.3, 存在 以 R" 为 状态 空间 的 正规 Markov 过 程 X 以 热 核 为 转移 半 


群 . 下 面 我 们 将 证 明 存 在 X 的 一 个 修正 , 其 几乎 所 有 轨道 是 连续 的 , 那么 这 个 修了 
称 为 是 d- 维 Brown 运动 . 精确 的 定义 如 下 . 














KN 

















由 























定义 2.6.1 以 及 4 为 状态 空间 的 时 齐 Markov 过 程 


(0, F,.F1, Br, 01,P”) 





称 为 是 d- 维 (多 ,)- 标 准 Brown 运动 , 如 果 : 
(1) 存在 Qu e 多 满足 对 任何 ze Ri, P”(Q0) = 1, 使 得 对 we 0otm Bi(w) 








是 [0,+eo) 到 RA 的 连续 函数 ; 
(2) 对 任何 4 e 多 (Ra4) 且 t+>s>0, 有 


























攻 | 上 
© 2(t—s) 








PpP”(B,— Bs, € 4| 多 。) = 由 dy. 


4 (27(t — s))? 











例 2.3.2 知道 B 一 定 是 平稳 独立 增 量 过 程 . 从 0 点 出 发 (或 者 在 概率 P? 
下 ) 的 Brown 运动 称 为 是 标准 Brown 运动 . 下 面 我 们 要 证 明 Brown 运动 的 存在 性 . 
上 是 证 明 存 在 概率 空间 (9, 多 ,了 P) 和 随机 过 程 B = (B,) 满足 : 
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SE 
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(4) 对 任何 t> sz0,B 一 B,。~N(0,t 一 s). 如 果 这 样 的 过 程 存在 ,那么 通 
引 理 2.2.2 所 用 的 轨道 映射 , 对 任何 ze RA, 过 程 (z + Bi) 在 典 则 空间 上 的 像 涡 
记 为 P*. 容易 验证 典 则 过 程 就 是 满足 定义 2.6.1 的 关于 自然 流 的 标准 Brown 运 
央 此 也 简单 地 把 满足 这 4 个 条 件 的 过 程 称 为 d- 维 标准 Brown 运动 (参考 定理 2.6. 
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设 N 是 任何 给 定 的 自然 数 , D 是 [0, 0) 上 二 分 点 全 体 , 即 














k 
D 一 {起 :mk 0 2 }， 


k 
令 Dw := Dn [0,N]. 形 如 5 的 二 分 点 称 为 m 阶 二 分 点 . 


引 理 2.6.2 设 / 是 D 上 的 函数 , 如 果 存 在 常数 a > 0, 对 任何 自然 数 N, 存在 常 
数 C>0 及 自然 数 w, 使 得 当 m > 时， 


| [+1 k\|_.oc 员 
1 f < ,k=0,1,..,2"N—1, 


om | ~ oma 























则 了 可 以 唯一 地 延 拓 9 成 [0,co) 上 的 连续 函数 , 且 是 a 阶 局 部 H6lder 连续 的 , 即 在 
任何 [0, oo) 的 有 界 区 间 上 是 a 阶 Halder 连续 的 . 



































证 明 固定 自然 数 N 及 对 应 的 常数 C 与 wu, 取 任 何 m > uw, s,t € Dy 





1 k k+l 
及 |s--t| < 则 s 落 在 某 个 区 间 | 二 ) 中 ,我们 来 计算 f(s) 与 f 在 左 端 点 


mY om om 
































的 值 / (起) 之 间 的 差 , 因 se Dw 写 出 其 二 进 表 示 , 形式 为 



































k bl bl 
s | EE ; 
om Dm+1 om+! 
其 中 5b; 取 值 为 0 或 1, 令 
k 2 
580 :一 pp 5j :二 50 + 2 gn El ee 
显然 De 入 51 入 .和 5 =5 且 sj 与 si-1 或 相同 或 是 mm 十 7 阶 三 分 点 的 相 











邻 点 , 由 定理 条 件 
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f(s2)— (3) SS smiar i = 2 
因此 
| | 二 C' 
| | 
05) f( 治 人 < |f(s;) 一 f(s;- 1) p> re Oma( 2 二 1)”， 
而 二 与 。 的 距离 不 超过 二 -, 故 t 落 在 区 间 
= ) | | | | 
om ”om om om 有 om . om 
C 
之 二 无 论 哪 一 种 情况 ， f(t) 与 f 在 左 端点 的 值 之 间 的 差 同 样 不 大 于 anatar — 1) 
因此 
C | 2C C1 
|f(s) 和 f(t)| < 2ma 206(28 Cy 1) SE 2ma 
其 中 常数 Cl = C+ Bn 这 样 , 我 们 证 明了 对 任何 m > wu, s,t €E Dy 
1 . 由 
ls—t| < ， 有 |f(s) — f(t)| < Ca ， 从 而 对 s,t €E DN, 当 |s 一 守 一 时 ， 
om Oma 9u 
If(s) 一 了 (| < Cils 一 十 ,其 中 常数 wu,C 与 N 有 关 . 
现在 对 任何 Ze [0,N], 必 有 点 列 {sn}C Dw, 使 得 s,, 一 zx, 则 {f(sn)} 是 
Cauchy 列 , 记 其 极限 为 Fy (zx), 此 极限 值 与 收敛 点 列 {s%} 的 选取 无 关 , 因此 Fy 是 
[0, N] 上 的 函数 , 是 f 限制 在 Dy 上 的 连续 延 拓 , 显然 这 个 延 拓 是 唯一 的 . 对 任何 
1 1 
TY [0 N 口 |z y| < Dut1 2u 取 点 列 {sn}, {tn} CDy HB sn 7, tn = Y, 
则 对 充分 大 的 mw |sn 一 tn| < 二 故 |f(sn) 一 了 (tn)| < Calsn 一 tn|*, 取 极限 得 
[IFN(z2)— Fn(y)| < Cilz ~ yl", 
即 Fy 是 [0, N] 上 a 阶 H6lder 连续 的 . 
然 {Fy :Nz 1} 是 相 容 的 , 即 Fw+il 限制 在 [0, N] 上 与 Fw 是 一 致 的 , 对 任 
何 z e [0,co), 如 z < N, 定 义 下 (z) := Fw(z), 由 相 容 性 , 定义 无 歧义 ,上 面 的 讨论 
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证 明了 是 了 的 唯一 延 拓 , 且 F 是 局 部 a 阶 Holder 连续 的 . 








定理 2.6.1(Wiener) 对 任何 d > 1, d- 维 Brown 运动 是 存在 的 . 



































证 明 先 设 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 随机 过 程 X = (Xi :t 之 0) 是 R% 上 热 核 半 群 











的 一 个 实现 . 不 丢失 一 般 性 , 设 d= 1 
因 热 核 是 对 称 的 , 奇数 阶 矩 都 是 零 , 对 整数 之 1， 








区: 
人 2 大 wv 





| 和 — Xs -/ ee 2 dr = |t— slC(k), 
: BR. V2r(t — s) 

















而 C(k) := EE 











Xi 一 Xo0|2* = (2k 一 1)!, 特别 地 E*|X4 一 XX,|4 = 3|t 一 s|?. 
取 a > 0, 由 Chebyshev 不 等 式 ， 

















rz 1 4ma 
TP? (| 这 #81 二 葬 w 省 区 < 24moE 


< 2ma 








Fm 22m—4ma 2 











然后 , 对 任何 自然 数 N， 

















2mN_1 2mN_1 
1 1 3N 
| U (人 > 


k=0 k=0 


让 4a < 1, 则 





N-1 
mm 过 0 B= 


ee 


0 


























Borel-Cantelli 引 理 , 若 记 





2™7N-—1 


1 
QF := lim inf 门 人 


> 
i 了 oma 
k=0 



































则 QN € 多 且 P*(QY)=1; 再 记 Qo := 门 y WN, 则 P*(Q0)=1. 


> 




















使 得 当 m > w 时 ， 


(w)| < 


a7 oma 





[Xir(w)— Xs 











22m—4ma om-—-4ma “ 


. 先 让 我 们 计算 增 量 X, -Xi>sy>0 的 算 ， 
下 


对 任何 w < Do, 轨道 函数 上 mm Xi(w) 满足 : 对 任何 自然 数 N, 存在 = vu(w,N)， 


由 引 理 2.6.2, Xi(w),t €E D 有 唯一 连续 延 拓 , 记 为 Bi(w),t € [0,co), 它 在 [0, co) 
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上 连续 .对 w 4 Qo, 定义 Bi(w) = 0, 显然 对 固定 的 二 > 0, 取 点 列 {tw}CD 
tn 一 t， 有 








Bi:= lim X :1o0,. 


因此 B, 是 随机 变量 , 故 B = (B, : t > 0) 是 一 个 实 值 随机 过 程 . 另外 , B, 是 {Xi,} 
的 几乎 处 处 收敛 的 极限 , 而 了 z|X 一 XX? 二]t; 一 引 即 Xi 是 {Xi} 的 L? 收敛 的 
极限 , 故 B, = Xi a.s.. 



































注 1 定理 中 阶 数 a 来自 于 等 式 E*|X, 一 XX,|* = 3|t 一 sl?2, 我们 可 使 用 等 式 
































k—l1 ee ps 
E?|X; — Xs|* = C(k)|t— sl*, 得 到 a < Di 因此 B 的 轨道 可 以 是 任意 a < 





局 部 Holder 连续 的 . 
注 2 设 Q 是 及 ;到 及 ?的 连续 映射 全 体 , (Bi) 是 坐标 过 程 , G, = o({B,:s < 人 妈 )， 
多 = 二 多. 因为 Brown 运动 是 平稳 独立 增 量 的 , 它 等 价 于 空间 齐 性 , 故我 们 经 常 只 


需 考 虑 0 点 出 发 的 轨道 , 即 证 明 (Q, 多 ) 存在 概率 测度 P, 使 得 B = (Bi) 是 标准 














I 





















































Brown 运动 . 对 任何 z € Ri, we Q, 定义 &w(t) = w(t 十 zx. 显然 人 是 Q 上 可 测 
映射 ， 记 卫 ” := Poé;,, 那么 在 E> 下 (Bi Bi , 已， )， 0 < ti < t2 < tn, 的 
联合 分 布 为 

(7(Ba Be)= (zi 2Z2 ,Tn) 


ZT1ER ,Tn ER 





p(t1i,z1 Z)D(t2 t1, 2 的 站 





其 中 ff 是 R4x.…x Rs 上 的 有 界 Borel 可 测 函数 . 另外 对 七 > 0, 定义 推移 算 子 
bw(s) := w+s),s>0. 容易 验证 0 也 是 Q 上 的 可 测 映射 , 由 此 构造 的 组 















































B = (0, 8,(P”), (Bi), (0:)) 























自然 是 定义 2.6.1 意义 下 的 Brown 运动 , 我 们 称 其 是 R* 上 典 则 Brown 运动 . 

注 3 考虑 空间 W := C(I0,1], RY), [0,1] 到 R“ 的 连续 映射 全 体 , B(W) 是 W 上 
1 柱 集 生 成 的 o- 代数 , 那么 Brown 运动 的 存在 性 定理 也 证 明了 (W, 多 (W)) 上 存 
在 一 个 概率 测度 , 满足 对 任何 0 < 五 < <t,<1,4i1,.…,A,e€ 多 (W), 有 



























































nu({r EW :z(ti) € A ,rltn) € An}) = P(B,, € Ai,... ,Bt € A,). 


测度 4 称 为 是 Wiener 测 

上 面 我 们 证 明了 Brown 运动 作为 一 个 有 连续 
在 性 . Brown 运动 有 
的 Gauss 过 程 ( 见 82 





























许多 好 的 性 质 . 首先 , 容易 看 
I 




















Hs 



































度 , 空间 (W, 多 (WW),4) 称 为 Wiener 空间 . 











群 的 随机 过 程 的 存 
心 化 
限 维 


本 


L 道 和 热 核 半 
标 * 
为 上 











: Brown 运动 是 一 个 中 ， 


p 心 化 Gauss 过 程 的 有 





L 
上 








大 























分 布 由 其 协 方差 矩阵 唯一 决定 , 故我 们 有 下 列 刻画 . 
定理 2.6.2 ”一 个 连续 实 值 随 机 过 程 B 是 标准 Brown 运动 当 且 仪 当 它 是 中 心 化 的 








Gauss 过 程 





























E(BiBs)= tAs. 











此 容易 验 











推论 2.6.1 


1) Markov 


I 





2) 自 








3) 0 与 co 


则 B'= (B!:t> 





定理 2.6.3 设 





P(Qo) = 1, 使 得 


证 明 设 t>s 


另外 ， 设 t2 sy S52 


虽然 Brown 运动 的 轨道 





性 : 








相似 性 : 对 任何 c 产 0, (Bas: t 之 0) 














的 对 称 性 : 设 B 是 标准 的 , 定义 
人 
Bi -6 
a 
(0 += 








: Brown 运动 . 
是 连续 的 , 但 下 


既 率 空间 (Q, 多 ， 


0) 也 是 标准 








二 


自 








T 











B 是 定义 在 








对 s>0,(B。-B.:t>0) 














证 下 列 关 于 Brown 运动 的 性 质 , 详细 的 证 明 留 给 读者 . 








设 已 =(B,:t>0) 是 一 个 Brown 运动 . 














是 一 个 独立 于 多 0 的 标准 Brown 
是 一 个 Brown 运动 ; 

0， 

0. 


的 定理 说 明 它们 是 处 处 不 可 导 的 . 


P) 上 的 Brown 运动 , 则 存在 Qo € 多 ， 





对 任何 w € Qo0, tt Bi(w) 在 [0,00) 的 任何 有 界 区 间 上 都 不 是 有 界 


之 0， 





E[(B 一 Bo — (t— s)] 




















[(Bi — Bs)” — 2(t— s)(B: 





= 2(t— s)?. 








> 和 > si > 0, 则 由 独立 增 量 性 ， 



































(Bo 一 Bo 一 (一 5) 一 Bo 一 人 一 s)]=0. 








现在 , 固定 t+> s>0， 


An :二 {s 二 tn,o We tn,1 WR tn,k, 一 t} 








是 [s,4 的 一 个 划分 , 且 当 n 一 co 时 ， 

















Anal| :一 maxl|tn,; ee tn,j-1| 一 0. 


Atn,j = tn,j = ,j—1: 计算 得 





fs ,人 \ 
EIS NAB (ts)! -ES AB, )?— At, 
\ 下 





kn 
= E((AB, ,)— At,s) 











= 5 2(A 2(t — s)|A,| 一 0, 


j=1 


kn 
即 小 (Bs 一 Bl。 ，,)? 平方 收 化 于 s 因此 存在 划分 列 {A。} 的 一 个 子 列 , 仍然 








记 为 {A,}, 使 得 


kn 
Dj (Bi,, — Bi,, i —t—s a.s., 


1 





则 因为 B 连续 , 使 上 式 收敛 的 轨道 在 [s,4] 一 定 不 是 有 界 变 差 的 . 现在 将 不 收敛 的 
w 组 成 的 集合 记 为 Nsi, 容易 验证 如 果 w& Nsi,7 忆 Bi(w) 在 [s,t] 上 不 是 有 界 变 
差 的 . 记 
































N := LU Ns, Qo := QNN， 


s,tEQ,0<s<t 
































其 中 Q 是 有 理 数 集 , 则 P(Q0) = 1, 且 对 任何 we Quo Bi(w) 在 任何 的 有 界 区 间 



































上 都 不 是 有 界 变 差 的 . 





























. 设 r<s<t. 求 E(B,|B,,B:). 
平移 
Zz E RY, 定义 yi :0 一 0 满足 Bi(ysw)= Bilw)+2z,teT,wen. 
1) 证 明 : 这 样 的 映射 存在 . 称 为 是 Q 上 的 平移 算 子 ; 


2) 证 明 : Poy;! = PP”; 





全 质 ) 设 B = (0Q, 多 ,{P” :zeR (Ber) 是 d- 维 Brown 运动 . 对 












































旋转 性 质 ) 设 B = (0, 多,{P” :zeR4) (Bicr) 是 典 则 空间 上 d- 维 Brown 
运动 , O 是 及 上 的 正 交 变换 . 定义 Q 到 自身 的 映射 , 仍然 用 O 表示 : 












































(Ow)(t) := O(w(t)), te T,w € Q. 











证 明 : O 是 可 测 的 且 P*o0-! = P07, xz e€ R, 因此 P? 是 正 交 变换 下 不 变 的 . 
.对 7>0) 令 下:=infft:lB, -Bol>r 对 zeR4 证 明 : 





























(1) P*(T, < co) = 1; 
(2) 分 布 P*(B7, E .) 是 球面 {y :一 2z| = 了 上 均匀 分 布 . 
. 证 明定 理 2.6.2 和 定理 2.6.1. 

-个 多 的 子 o- 代数 称 为 有 0-1 律 , 如 果 它 仅 含有 概率 为 0 或 1 的 集合 . 设 
B= (0,F,{P” :zeR 有 (Bicr) 是 d- 维 Brown 运动 .证 明 : 门 、oc({B。: 
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5 之 如 ) 有 0-1 律 . 问 门 ,oo({Bs:s< 如) 是 否 有 0-1 律 ? 








. 设 B= (Bijiet 是 1- 维 Brown 运动. 证明: 





P(sup B; = 二 oo，inf B, = —0%0)=1. 
£50 t>0 








. 设 B= (Bi)jieTt 是 1- 维 Brown 运动 .证 明 : 存在 t,, 上 0, 使 得 


P( | Us， >0), (UU {B,. < oh = 1 


n kn n kn 











. 证 明 : 对 zx>0 有 
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10. ( 重 对 数 律 ) 设 B = (Bier 是 1- 维 Brown 运动 .证 明 : 
Pp | B: | 
| lim sup =1|=1; 
t 一 0 1 
| atinin | 
t 
Bi; 
卫 | lim sup 一 一 -一 1| =1. 
to V2tlnlnt 

11. 设 B 是 d- 维 标准 Brown 运动 ,证 明 : 对 任何 ze RY, |z| = 1, (z,X) 是 1- 维 
标准 Brown 运动 . 

12. 设 B= (B(t) :teET) 是 1- 维 标准 Brown 运动 , 令 

X,:=e itB(e2t teR. 
证 明 : XX 是 具有 Markov 性 的 平稳 的 中 心 化 Gauss 过 程 , 并 求 出 其 协 方差 函数 . 
过 程 XX 称 为 是 Ornstein-Ulenbeck 过 程 . 

13. 设 下 是 (RT, 多 7) 上 概率 测度 , 其 有 限 维 分 布 与 Brown 运动 的 一 致 . C 是 RT 
中 的 连续 映射 全 体 . 证 明 : P;(C) = 0, P*(C) = 1, 其 中 P, 与 P* 分 别 是 正 弛 
导 的 内 测度 与 外 测度 . 

14. Brown 运动 还 可 以 用 Fourier 级 数 的 方法 产生 . 设 {6 : n > 0} 是 概率 空 所 



































































































































































































































(9, 多 ,P) 上 的 都 服从 标 i 














住 正 态 分 布 的 独立 随机 变量 序列 (说 明 











存在 性 .) 对 

















任何 fe L?([0,7]), 令 
H(f) := aoéo + a1é1 + Q2é2 + ， 

其 中 {an} 是 f 的 Fourier 系数 : an := 二 f(x)cosnzdz. 显然 
EH(f)’ 一 >》 a? e fr rz)dz, 








即 五 是 52([0,7]) 到 ?2(Q, 多 ,P) 的 一 个 等 距 骨 入 . 对 te [0,7], 令 
t sinnt 
Xt Way H(1r0,4) Vi 直 > ty 
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那么 
(1) 以 上 级 数 L? 收敛 且 a.s. 收敛 ; 
(2) (Xi :te[o,rl) 是 中 心 化 Gauss 过 程 日 EX,Xs。=t 信 s; 
(3) 以 上 级 数 在 te [0,7] 以 概率 1 一 致 收敛 . 因此 (Xi) 是 连续 过 程 , 推 


它 在 [0,7] 上 是 Brown 运动 . 
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第 三 章 随机 分 析 基 础 


狱 起源 于 赌博 游戏 , 它 是 指 一 个 无 偏向 的 赌博 规则 . 现在 蒜 是 现代 随机 分 析 
中 的 重要 工具 之 一 , 其 系统 的 并 让 概率 学 家 们 看 到 其 重要 性 的 研究 要 归功 于 J.L. 
Doob 在 20 世纪 中 叶 的 工作 . 本 章 的 前 儿 贡 将 着 重 讨论 蒜 的 正则 化 定理 , Doob 的 鞭 
不 等 式 及 靳 的 基本 性 质 . 在 这 一 章 的 其 后 几 节 中 , 我 们 将 介绍 It6 的 关于 连续 扶 的 
随机 积分 理论 . 前 面 在 82.6 中 , 我 们 证 明了 Brown 运动 的 几乎 所 有 轨道 在 任何 区 间 
上 都 不 是 有 界 变 差 的 , 因此 不 可 能 按 轨道 以 Stieltjes 积分 的 方式 来 定义 关于 Brown 
运动 的 积分 , 即 通 常 的 以 测度 为 起 点 的 积分 理论 对 Brown 运动 是 不 适合 的 , 而 随机 
积分 实际 上 只 是 两 个 线性 度量 空间 之 间 的 具有 类 似 于 通常 积分 性 质 的 保 距 线 性 映 
射 , 我 们 还 将 证 明 随 机 积分 理论 中 极其 重要 的 It6 公式 并 且 演 示 它 的 一 些 重要 应 用 . 
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83.1 ce- 代数 流 与 停 时 











如 果 说 前 面 我 们 所 讨论 的 概率 论 与 随机 过 程 部 分 都 还 没有 完全 脱离 测度 论 的 框 
架 , 则 下 面 将 引入 的 停 时 的 概念 已 完全 超越 了 测度 论 的 范畴 . 停 时 是 经 典 随机 过 程 
理论 中 最 能 体现 概率 直观 背景 的 概念 之 一 . 可 以 说 , 没有 停 时 的 讨论 , 就 不 能 称 为 随 
机 分 析 . 设 有 概率 空间 (0, 多 ,P) 和 和 CR. 回忆 多 的 子 o- 代数 族 (多, :te T) 称 
为 流 , 如 果 对 任何 s < t, 有 多。C 多 1. 对 任何 te€ T, 定义 91, := 门 


(多 ,+ ) 也 是 流 . 





































































































ZF HR 
,it 罗 。 那么 





定义 3.1.1 ”给 定 概率 空间 (Q, 多 ,了 下 ) 及 流 (1), 映射 + :Q 一 一 TU {oo0} 称 为 是 一 
个 (多 i) 停 时 , 如 果 对 任何 te TT, {we€eQ:7T(w) te Fi. 

停 时 是 相对 于 一 个 流 而 言 的 , 但 当 上 下 文明 确 时 , 就 简单 地 说 一 个 停 时 . (多 ,) 
停 时 必 是 (多 ,4 ) 停 时 . 设 7 是 (多 i) 停 时 , 容易 验证 多 中 使 得 A4N {7 < tt€ 多 1 对 
所 有 teT 成 立 的 4 全 体 是 一 个 6 代数, 记 为 多 -. 显然 如 果 T+ 三 t+ 时, 多 .= 多， 




















第 三 章 ”随机 分 析 基 础 ”125 




















另外 一 个 随机 变量 € 是 多 可 测 当 且 仪 当 对 任何 te€E T,& 14r<t} 是 罗 可 测 的 . 














引 理 3.1.1 设 7,o,7n 是 (多 ,) 停 时 . 


1)TVo,T 人 0o 是 停 时 ; 























2) 则 7 是 (多 i4) 停 时 当 且 仅 当 对 任何 te T, {7 <t}€ Fi; 
(3) 当 7 单调 上 升 (或 下 降 , 且 (多 ,) 右 连 续 ) 时 , lim 7 是 停 时 ; 














4) 如 果 go < 7, 则 多, C F,; 














5) 如 果 (多 ,) 右 连 经 Tn | 7T， 则 MN, 














6) 是 多 可 测 的 . 


证 明 (1) 显然 {TVo t= {rtnNn{o gt 而 {frAo<t}={r<tUf{o<. 





(2) 设 了 是 (Zi ) 停 时 , 则 {r < 吴 =U frst- -] Ee 多 反之 , 对 任何 及 


1 网 
{ 休 乏 甘 = 站 fr<t+ 一 < 罗 故 {T 入 英 EYG 即 7 是 (多 +) 停 时 . 
Nn k 











3) 显然 者 mm 单调 上 升 , {lim 7 < t= U, {7 < 寺 ; 反之 若 7 单调 下 降 


(多 ,) 右 连 续 , 由 (2), {lim 7 < 寺 = {A < € 了 多,, 故 lim 7 是 停 时 . 





























4) 设 AeF,, 对 teT, 有 AN{rgst=(4Nnfogt))n{frgt€ Fi, 故 








AeZ,. 
5) 显然 门 , 多，D Fi, 反之 设 4e 门 ,9 ， 则 对 上 ET， 
AN{r<t}=() (Ant{n<t) eZ,. 
即 Ae ZF. 


(6) 对 任何 t,seT,{Tr<<tNnf{fr<s})= {Ts 人 t€ 多 ,nt CC 多,, 因此 对 任何 











s€ET,{Tr<s}eF. 

停 时 是 一 个 在 日 常生 活 中 大 家 普遍 使 用 的 一 个 概率 论 的 概念 之 一 . 如 在 一 个 赌 
博 中 称 在 输 或 赢 到 一 定数 量 的 钱 后 离开 , 这 与 说 赌 若 干 次 后 停止 有 本 质 的 区 别 , 因 
为 前 者 是 一 个 随机 时 间 . 停 时 是 静止 的 时 间 t+ 的 推广 , 它 的 原型 是 如 下 所 言 的 进入 
时 与 首 中 时 . 











































































































例 3.1.1 先 考 虑 一 个 简单 的 例子 . 设 X 是 一 个 Markov 链 , 对 zeZ, 如 82.4 
中 所 定义 的 ,rs 是 和 首次 到 达 xz 的 时 间 , 即 





























Tz := inf{n 221: X = 72}. 




















因为 {7 < n} = U7?_1{Xk = 2}, 故 7。 是 一 个 停 时 . 般 地 ,， 对 TCZ, 令 
TT :二 inf{n 之 1: XX ET}. 显然 rr 是 停 时 且 rr = infyer Ty. | 











例 3.1.2 设 马 是 一 个 度量 空间 ,是 关于 流 (多 4) 适应 的 以 B 为 状态 空间 的 随机 
过 程 . 对 4 CE,weQ, 定 义 





Da(w) := inf{t 2 0:X,(w) € A}; 


7T4(w) := inf{t > 0: Xi(w) € A}. 
































我 们 先 证 明 若 4 是 闭 集 且 X 是 连续 过 程 , 则 Da 是 (8 罗 ) 停 时 . 事实 上 , 这 时 由 


续 性 Da < tt 当 且 仪 当 



































inf ad(X,s,A)= d({X,:sel[0,tNQ},A)=0. 


sE[0,tNQ 















































因此 {DA < 人 €& 多， 另 一 方面 , 车 4 是 开 集 上 且 X 是 右 连续 的 , 由 右 连 续 性 , Ta < 
当 且 仅 当 存在 有 理 数 s < t, 使 得 X。e 4, 因此 {7T4 < 甘 E 罗 ， 即 了 4 是 (多 +)- 停 
时 , 但 一 般 不 是 (多 ,)- 停 时 . 直观 地 , X 的 一 条 轨道 + 时 刻 ( 包 括 四 前 的 信息 不 能 千 
诉 我 们 它 是 否 将 立刻 进入 一 个 开 集 . 

随机 时 间 D4 与 TA 分 别称 为 是 集合 4 的 进入 时 与 首 中 时 , 它们 的 区 别 在 于 过 
程 的 初始 位 置 , 车 轨道 的 起 始点 不 在 A 中 , 则 D4 = Th; 车 轨道 从 4 中 的 点 出 发 ， 
则 DA=0 而 Ta 不 一 定 . 因此 , 不 管 轨道 在 什么 点 出 发 , T4 < oo 等 价 于 轨道 将 再 
可 到 4. | 







































































































































































例 3.1.3 基 如 上 ,对 ACE,weQ0, 定 义 


La(w):= sup{t > 0: Xi(w) € A}. 











La 是 轨道 最 后 一 次 在 4 中 的 时 间 , 称 为 是 4 的 末 离 时 . 一 般 地 L4 不 是 停 时 , 因 
为 轨道 在 t 时 刻 后 不 再 进入 4 这 样 的 事件 不 能 用 轨道 在 t 时 刻 前 的 信息 来 判断 . | 
























































定理 3.1.1 设 7,o 是 (Fi) 停 时 , 则 多 -Av = 多 .Nn 多,, 巧 事件 {7 <o}),{7<o}e 
FN FF,. 
证 明 显然 由 引 理 3.1.1 (4),， 多 ;sc C 多 ,mn 多 为 证 另 一 方向 的 包含 关系 , 取 


4eE 罗 ;my 罗 。, 对 任何 寺 ET， 
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AN{rAoc <t}=AN({r&t}Ut{o tt}) 


= (AN{r<t)U(ANt{o <t)) eZ. 


因此 A € 多;,,. 
对 任何 te€ 荆 ， 





{r<o}n{o gd}=((J{r<s}Nn{o> sD)Nf{o gt 


sEQ 


= ()({r<s}nt{o > sn {og}) 


sEQ 


U ({r<s}n {o> s}Nn{o <t})e ZF,. 


sEQ,s<t 
因此 {7 < cy e 多 ,. 男 外 


{T<o}N{r<t}={r<o,r&to tlU{r<o,Tr<t,o> 


={Tr<o,o <tU{r<t,o>t} eZ. 








因此 {7 < o} € 多 jn,+. 对 称 性 推出 {7 > o} €E 多 Ar 进而 {7 < o},{fo Tr}e 


FAR 
































定理 3.1.2 设 c,7 是 停 时 , 区 是 多 - 可 测 的 可 积 随机 变量 , 则 




















(XIF,) = E(X|F,Ar). 








等 价 地 说 , 若 和 可 积 , 则 


E[E(X|F)|Fs] = E(X|Fsnr). 





证 明 ”以 上 两 个 公式 的 等 价 性 是 显而易见 的 . 我 们 先 证 明 如 XX 是 多 可 测 的 , 则 
lossy 与 l(c>7}X 是 多 Ar 可 测 的 . 事实 上 对 任何 te T, 








ls>r}X “ l{oAr<t} bE l{o>7} 有， 1{fr<t， 

















因 {o > +} e 多 , 且 X 是 多, 可 测 的 , 故 上 式 是 F, 可 测 的 , 即 ltv>r)X 是 多 Ar 


可 测 的 , 同 理 11,57)X 也 是 Fs 可 测 的 . 











下 (X| 允 。) 3 E(l(s>r}X|F,) 二 E(l(r>o} X|F,) 


一 lo>7}X 十 lr2o}E(X|F,), 














首先 11。>7) 关 是 多 Ar 可 测 的 , 其 次 因 E(X|。) 是 多 。 可 测 的 , 故 11;>s)E(X|F,) 
是 .GeAy 可 测 的 . 因此 


下 (和 多) 全 E(I{c>>} 天 | 多 Ar) 下 下 (1fr>v} 正 (X| 多 。)| 多 Ar) 




















和 E (lo>7}X|FoAr) Hy 1{r>c} (了 (XXX 多) 多 or) 





























1 {o>7} E( 和 | 多 Ar) 光 Torsey (和 | 多 or) 








= E(X|F,n). 





完成 证 明 . 
要 深入 研究 涉及 停 时 的 随机 过 程 的 可 测 性 , 我 们 自然 需要 引入 关于 (t,w) 可 测 
的 概念. 














定义 3.1.2 设 T=[0co),X=(Xijier 是 以 拓扑 空间 户 为 状态 空间 的 (多 4)wer 
适应 过 程 , 称 过 程 X 是 可 测 的 , 如 果 映 射 (s,w) 己 X。(w) 是 从 (T x 0,%B(T) x 多 ) 
到 (BE,8) 的 可 测 映 射 ; 称 X 是 (关于 流 (F,)) 循 序 可 测 的 , 如 果 对 任何 te T, 映射 
(sw)j 上 六 (w) 是 从 ([0, 寻 x9, 多 ([0; 引 ) x 多 1) 到 (EB,@) 的 可 测 映射 . 














显然 , 一 个 循序 可 测 的 过 程 一 定 是 可 测 的 . 集合 4 CT x9Q 可 以 自然 地 视 为 一 























个 过 程 (t,w) 局 14(t,w), 我 们 称 4 是 循序 可 测 集 , 如 果 它 作为 过 程 是 循序 可 测 的 . 





定理 3.1.3 ”一 个 右 连 续 (或 左 连续 ) 的 (多,) 适应 过 程 是 循序 可 测 的 . 





证 明 对 teT,n>1, 令 


ji 
X= 0 Lo)， 
k=1 





由 


Me 


syw) 中 XI(w) 是 ([0, 姬 x9, 多 (10, 如 ) x 罗 ) 到 (已 ,B) 的 可 测 映射 因 和 是 

















右 连续 的 , 故 X。 = limn 和 因此 (sw) 于,(w) 是 ([0, 寻 x Q, 多 ([0,4]) x 多 1) 到 





可 
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(BZ,8) 的 可 测 映 射 . 
对 随机 时 间 7 :Q 一 TU {+o0), 自然 地 定义 














XI (w) J X17(w) (Ww), 





注意 , 此 映射 的 定义 域 是 {7 < co》 除非 关 ;o 处 处 有 定义 . 当 7 是 4 的 首 中 时 时 ， 
X;r 是 首 中 点 . 我 们 也 定义 XX 的 7 停止 过 程 (或 局 部 化 过 程 ) 为 XY := Xrnt,t > 0， 
停止 过 程 是 我 们 下 面 儿 节 内 容 中 所 使 用 的 主要 技巧 之 一 . 





















































Rt 








定理 3.1.4 如 果 久 是 马 - 值 (多 ,) 循序 可 测 过 程 , r 是 (多 4) 停 时 , 则 和 限 种 
9; := {7 < oo0} 上 是 (Q7;, 了 多 ;i 阁 0;) 到 (E,8) 的 可 测 映 射 . 
证 明 因 XX 是 循序 可 测 的 , 故 对 任何 4ET (s,w) 忆 Xs(w) 是 从 ([0, 昌 x 
9 , 罗 ([0, 避 ) x 多 ) 到 (B,8) 的 可 测 映射 . 而 容易 验证 w 一 (7T(w) 人 tw) 是 (0, 2,) 
到 ([0, 引 x 9, 多 ([0,4]) x 多 ,) 的 可 测 映射 , 因此 两 个 映射 的 复合 w 五 XrrwAt(w) 是 
(9 多) 到 (EB,@) 的 可 测 映射 . 那么 对 任何 B € 8, {XE B}NnNQ.Nn{frgt= 
{XE B,T <t}= {Xr EBIN{T <t}e€e Fi,B {X, € BINQN, € ZF. 
用 6 (对 应 地 , 多 ) 表示 乘积 空间 TxQ 上 右 连 续 且 具有 左 极限 (对 应 地 , 连续 ) 的 
适应 过 程 所 生成 的 最 小 o- 代数 , 称 为 是 可 选 (optional) (对 应 地 , 可 料 (predictable)) 
o- 代数 , 一 个 随机 过 程 x 称 为 可 选 的 (对 应 地 , 可 料 的 ), 如 果 它 是 关于 6 (对 应 地 ， 
多 ) 可 测 的 . 显然 可 料 过 程 一 定 是 可 选 的 , 上 面 定 理 说 明 可 选 过 程 是 循序 可 测 的 . 上 
述 o- 代数 都 依赖 于 给 定 的 流 (多 ,). 
让 我 们 不 加 证 明 地 叙述 Meyer 的 截面 定理 , 它 是 随机 分 析 中 最 主要 的 结果 .( 参 
考 文献 [10].) 在 第 四 章 的 一 些 定理 的 证 明 中 会 用 到 截面 定理 . 









































































































































定理 3.1.5 (Section Theorem) (1) 设 Z,2Z' 是 有 界 可 选 随机 过 程 , 如 果 对 任何 
停 时 人 有 开 (27, < %)=E(2Z$,T < co), 那 么 2 与 2 是 不 可 区 分 的 ; 
(2) 设 2 是 有 界 可 选 随机 过 程 , 如 果 对 任何 递减 有 界 停 时 列 {T,} 有 












































lim EZr, = 到 Cim。T，， 





那么 Z 是 右 连续 的 . 




















最 后 我 们 要 证 明 一 个 重要 的 定理 , 即 对 于 一 个 循序 可 测 过 程 来 说 , 任何 Borel 
集 的 进入 时 和 首 中 时 都 是 停 时 . 这 需要 用 到 测度 论 中 的 一 个 基本 定理 , 它 的 证 明 是 
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Choquet 容 度 理论 的 一 个 应 























读者 可 参考 [10]. 首先 对 任何 空间 5S, 外 






































], 篇 幅 较 大 , 我 们 在 这 里 仅 不 加 这 
E 合 4CSxQR 在 QQ 上 的 投 





7(4):= {weEQ: 存 在 se€E5 使 得 (s,w) € A}. 


设 (9, 多 ) 是 可 测 空间 , 对 任何 概率 1, 多 ”表示 多 关 了 








其 中 jy 取 遍 所 有 概率 测度 . 


定理 3.1.6 设 (Q, 多 ) 是 可 测 空 间 , (5, 多 (5)) 是 完备 可 














多 ” := 门 素 "， 
HK 


多 * 称 为 是 





RS) 
还 
焉 
En 
Sl 
Ey 


F 4 的 完备 化 , 定义 








代数 , 则 任何 4 e 多 (5S) x 多 的 投影 r(4) € 2 *. 



































此 下 面 的 debut 定理 是 显然 的 . 它 最 初 的 形式 要 归 


























(多 1) 满足 通常 条 件 是 指 它 是 右 连续 的 且 .Go 含有 多 





定理 3.1.7 设 (9 ,多 ,了 ) 是 完备 概率 空间 , 流 (多 ,) 满足 通常 




















可 分 度量 空间 及 其 Borel o- 代数 . 








() 若 4 是 一 个 循序 多 


停 时 ; 








(2) 车 X 是 一 个 循序 可 测 过 程 , B e 多 (EB), 则 Tp 是 (多,) 人 


证 明 对 任何 上 ET, 显然 


而 4 是 循序 的 , 故 ([0,t) x 


连续 , 推出 7 是 (ZF4)- 停 时 . 









































是 停 时 . 而 






































{7T <t}=7((0,t) x 0)N 














4)， 














攻 , 则 4 的 debut, := inf{t > 0 : (t,w) 











投影 定理 





QO) N Ae B10,t] x F,, 














Tp 三 lim(t 十 DBp°0:), 
tl0 


出 Borel 集 的 首 中 时 是 停 时 . 




















最 后 , 设 X 是 一 个 循序 可 测 过 程 , B e 8B(E), 令 4 := {(t,w) 
那么 4 是 一 个 循序 集 且 B 的 进入 时 Dp 就 是 4 的 debut. 因此 Borel 集 # 








E 明 地 引用 , 感 兴 
影 定义 为 


分 度量 空间 及 其 Borel o- 


: X(t,w) € B}. 











入 时 





由 




















习 题 
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1. 验证 : 若 了 是 停 时 , 则 多 , 是 o- 代数 且 当 了 三 二 时 , 多， = 多. 


2. 证 明 : 随机 变量 6 是 多 - 可 测 
测 的 . 








的 当 且 仅 当 对 任 











3. 设 X 是 一 个 (多 ,) 适应 的 , 右 连 续 并 具有 左 极 











[0,t) 上 连续 的 样本 全 体 . 证 明 : 4 € ZF,. 


























4. 设 XX 是 一 个 (多 i) 适应 的 , 左 连续 并 具有 右 极 

















[0, 垦 上 连续 的 样本 全 体 . 证 明 : 如 果 














民 的 过 程 . 令 4 是 使 得 和 在 





民 的 过 程 . 令 4 是 使 得 X 在 
了 多 1) 右 连续 , 则 A € ZF,. 


可 t€T,é:1rgt 是 .多 可 





5. 设 了 是 随机 过 程 ,7+ 是 停 时 .如果 对 ww' <s 0 有 Xi(w) = Xi(w') 对 任何 








te [0,r(w)], 证 明 : r(w) = 7T(w”). 




















6. 设 7 是 个 停 时 , a 是 随机 时 间 





7. 设 7 是 (ZF4) 停 时 , 证明: 多 = 站 





8. 停 时 称 为 可 预料 , 如 果 存 在 
T7117T. 证 明 : Brown 运动 关于 


FT 


递增 停 时 列 mn 








多 ,, 其 中 o 是 停 时 . 


使 得 当 7 > 0 时 几乎 处 处 地 









































.oo 之 7T. 证 明 : 如 果 o 是 多 7 可 测 的 , 则 o 是 个 


9. 停 时 7 称 为 是 绝 不 可 及 的 , 如 果 对 任何 可 预料 停 时 c 有 P(r = o) = 0. 证 明 : 








Poisson 过 程 N 的 首次 跳跃 

















T := inf{t: Ni # Ni} 


是 绝 不 可 及 的 . 


83.2 


在 本 节 中 , 我 们 将 着 重 介绍 款 的 
原则 . 在 生活 中 有 许多 无 法 预见 结果 






































单 号 还 是 双 号 等 ， 人们 可 以 在 任何 这 可 


蒜 与 蒜 序 列 








定义 及 一 些 常 











的 例子 . 简单 地 说 , 著 就 是 公平 





RN 





的 事件 , 如 比赛 , 掷 散 子 , 下 一 个 看 见 的 汽车 是 









































的 事件 上 进行 下 注 赌博 , 只 要 进行 








赌博 的 各 


方 认 为 规则 是 公正 的 . 公正 的 基本 思想 是 : 风险 与 可 能 的 获 利 成 正比 . 比如 买 彩票 ， 
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中 奖 的 概率 极 微 , 但 


将 钱 存 入 银行 
本 思想 














[si 
人 E 


定义 3.2.1 
蒜 )， 如 果 对 外 
上 下 文明 确 





时 间 集 





一 个 可 积 


EF 何 t,seT,t>s, 














的 (多) 








中 奖 , 奖 额 极 大 , 人 们 在 这 旦 
,当然 一 般 不 会 血本 无 


归 , 但 一 般 





的 实 值 过 

















流 , 一 个 蒜 是 j 
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指 关于 























鞠 当 

以 到 现 
来 的 输 
的 蒜 分 另 
对 任 








可 n> 0, 


j= 


显然 .NM 是 


2 











VX 是 常 





3 
蒜 . 因 上 出 
数 , 那么 6(X 











例 3.2.1 











1 且 { 多 。} 是 





因此 当 





在 为 止 


记 NM (对 


此 过 


程 的 





与 流 有 关 , 关于 大 的 适 
仅 当 一 外 是 下 款 ， 











的 信 





息 来 预 


期 











故我 们 在 由 
将 来 菜 





[55 





的 
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罩 . 
全 








Xi|F,) = 
,简称 为 缺 . 区 称 为 是 上 鞭 , 如 果 一 居 是 下 和 
自然 流 
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获 利 














仅 需 硬 


CL 








X。( 对 应 


与 下 缺 . 


有 E 买 的 是 运气 , 而 不 是 概率 . 又 妇 
仅 是 利 ， 








关于 小 的 适应 流 也 是 著 . 


1 

















息 而 已 . 这 就 是 款 的 基 


间 (9, 多,P) 上 给 定 的 o- 代数 流 . 
寸 程 称 为 是 关于 (多 ,) 的 蒜 (对 应 地 ,下 
地 , 下 (Xi 多。) > 
卖 ， 如 


X.) 在 


果 预 先 未 指定 一 个 








天 








为 X 是 上 























直观 地 , 对 于 一 个 巩 来 说 ， 








时 刻 的 和 





散 昌 

















赢 关 于 现在 的 条 件 
j 称 为 离散 时 间 竟 


EX 


一 个 线性 空 


如 果 X 是 (9 
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望 是 零 . 


当 工 分 别 





> 











三 


3 间 , 而 M+ 是 


或 连续 时 


巩 . 显 
定义 ， 


间 

















应 地 , .M1+) 为 相对 于 给 定 o- 














) 下 款 , 则 tt 五 EX 弟 


由 Jensen 不 等 式 , 如 果 X 是 鞠 ,y 是 凸 函 








:对 的 自 


bt |X|, X? (车 XX 可 
) 也 是 下 扶 . 因 


设 {6 :n 


F 方 可 








上 下 
2 全 


1} 














E(X 


n+1| 多 ») 





p= 二 gg 时, XX 就 是 ZZ 上 简 音 
时 , X 是 上 款 . 可 以 看 上 





然 流 ,， 则 对 了 


是 下 翰 . 


hn 





7 之 1， 




















和 随机 游 动 ， 





日 蒜 对 应 于 一 个 对 双方 公 


然 (Xn, 
立刻 得 到 


且 评 
征 疯 





| 











数 ， 


(Xntl 四 Xn |F,) 二 


是 个 蒜 ， 
平 的 博 








可 能 的 , 或 者 说 , 至 多 能 知道 
寺 间 集 或 连续 时 间 集 时 , 对 应 


0) 


下 列 简 
RN 数 流 的 革 
M+ 对 取 大 运算 
增 . 因此 , 下 蒜 X 是 蒜 当 且 





那么 


-个 Bernoulli 随机 序列 . 令 Xo = 0，X。， := 


之 


蛮 对 局 





首 将 




















是 离散 时 间 扶 当 
单 性 质 
(对 应 地 , 下 园 ) 全 体 ， 


V 封闭 . 








- 仅 当 

















仅 当 


(和 X) 可 积 , 则 是 下 





职 ) 是 下 款 . 另外 , 如 果 XX 是 下 著 , yp 是 下 凸 递 增 函 
此 X+ 


n 
2 nN 之 
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Xn 


下 拷 ,p< gq 
上 著 分 别 对 


、 








T 下 款 与 
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应 与 一 个 对 已 有 利 与 对 他 有 利 的 博弈 对 局 . ( 按 此 结论 , 也 许 把 上 软 与 下 转 的 名 称 对 
换 一 下 更 适合 实际 的 意义 . | 












































例 3.2.2 设 B 是 标准 Brown 运动 , (多 i) 是 自然 流 . 那么 对 任何 上 > s>0, DBP, 一 也。 


独立 于 多 ,, 故 E(Bi 一 Bs| 多 ,) = 0, 因此 Brown 运动 是 款 . 由 同样 方法 可 以 验证 






























































1 Dan 、 
B?—t 和 exp(B, 一 3 也 是 蒜 . 设 有 参数 为 入 的 Poisson 过 程 N, 则 Ni 一 At 是 鞭 . 





一 般 地 , 设 T= [0,00), X= (Xi)jtet 是 一 个 可 积 的 独立 增 量 过 程 , (多 ?) 是 自 


过 

















然 流 , 则 对 于 t,s eT, +t> s, 有 E(Xi|F0) =X。 十 了 Xi 一 下 X。 因此 当 上 Fr 也 X; 是 
时 上升 时 ,XX 是 下 款 ; 单调 下 降 时 , X 是 上 蒜 ; 常数 时 ,XX 是 加 | 
例 3.2.3 (Doob 蒜 ) 设 X 是 可 积 随 机 变量 , 令 





























单 




















i 











Xi := E(XIF,), 














则 和 =(X :teET) 是 一 个 关于 (多 i) 的 蒜 . 称 这 样 的 对 X 为 右 闭 蔷 或 Doob 识 . 
Doob 款 是 一 致 可 积 的 , 事实 上 , 对 任何 N > 0， 








lll 


E(|Xil; |Xi| > N) < E[E(|X||Z,); |Xi| > N] = 下 (XXX > N), 






































而 
1 1 
P(Xi| > N) < ~—EIX,| < ~—EIX|. 
N N 
实际 上 , 一 致 可 积 蒜 也 是 Doob 蒜 ( 见 习题 ). 
在 这 节 的 下 面 我 们 主要 讨论 离散 时 间 款 , 设 T 是 离散 时 间 集 {0,1,2,…】， 
(Q, 多 ,了 P) 是 概率 空间 , (多 :mn > 0) 是 流 . 一 个 随机 序列 {HH : n > 0} 称 为 是 可 预 
料 的 , 如 果 Ho 是 多 6 可 测 的 且 对 任何 > 1, 吾 。 是 多 。; 可 测 的 . 设 和 是 适应 过 























程 , 及, 是 可 预料 过 程 , 定义 
(H.X)o := HoXo, 
(H XX)n Ca (H ; X)n_1 让 五 (Xn Rn) 7 之 |， 


称 为 是 过 程 瑟 关于 X 的 随机 积分 , 它 是 一 般 随 机 积分 的 离散 形式 . (为 了 在 符号 上 
区 别 乘积 与 随机 积分 , 除非 必需 , 我 们 写 乘 积 时 一 般 不 用 点 .) 
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定理 3.2.1 


是 款 , 那么 过 程 五 .XX 是 蒜 . 如 果 XX 是 下 蒜 . 


设 X 是 一 个 适应 过 程 , 五 是 可 




















证 明 显然 及 .XX 是 适应 的 , 且 对 n 之 1， 


E[(H 和)， oe (H ， X)n_1|Fn 1] = E(H,(X,, 


因此 和 是 蒜 


(对 应 地 ,X 是 下 款 及 互 的 非 负 性 ) 理 含 着 五 .X 是 蒜 (对 应 地 , 下 款 )， 
有 界 的 . 不 难 证 明 , 如 果 X 可 积 , 且 也 





称 五 是 局 部 有 界 , 如 果 对 任何 n, 五 是 








NOAATN 


局 部 有 界 , 那么 五 
分 析 中 非常 本 质 的 结果 ， 








= Hn,E(X,, 











:六 是 可 积 的 . 上 面 的 定理 以 及 习题 中 的 Doob 分 解 定理 是 随机 
有 直观 的 解释 . 设 X。 是 第 n 次 赌博 后 某 赌 徒 4 的 所 有 
赌资 , 则 X 一 Xn_1 是 4 第 n 次 赌博 中 输赢 的 数目 , 男 一 个 赌 徒 B 赌 4 的 运气 ， 
瓦 " 是 乘 子 , 也 就 是 B 的 策略 .但 B 也 不 可 能 预知 下 一 
Xn_1 的 结果 决定 , 即 五 是 多 1 可 测 的 ， 



























































质料 过 程 使 得 五 .XX 是 可 积 的 . 如 果 XX 
.五 非 负 , 那么 五 .XX 是 下 鞭 . 


A Xn_1)|F,_1) 


I DG A 


















































局 4 的 输赢 , 及 ,, 只 能 根据 
(从 这 个 意义 解释 , 可 预料 











也 许 应 称 为 不 可 预料 . 











作为 一 个 特例 , 设 r 是 停 时 , 定义 五 。 := lftr> = 二 1 
{7>n} 





五 , 是 多 ，1 可 测 的 














推论 3.2.1 
(下 蒜 ). 


下 面 的 定理 常 称 为 Doob 有 界 停止 定理 . 


定理 3.2.2(Doob) 














有 界 的 . 随机 积分 














三 Xo 十 >， Ti( Xi 一 Xi1) 


i=1 
一 Xnl{rzn} 未 DE 可 


eo XrAn. 





定理 指出 B 的 运气 不 可 能 比 4 更 好 , 也 不 可 能 更 坏 . 





Wi 用 志和 则 Ho 2 |， 而 


.十 及 olfr=o0} 








可 忆 上 面 定 义 的 停止 过 程 X7 := XrAn, 我 们 得 到 下 





列 推论 . 








设 和 是 一 个 蒜 (下 载 ), 7 是 一 个 停 时 , 则 7 停止 过 程 X” 也 是 一 个 蒜 














的 , EX。, = 

















OX 























设 X 是 一 个 蒜 , o, 7 是 有 界 停 时 





.oT7, 则 六 ,XX 是 可 积 














E(Xi|F,) = X, a.s.. 
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当 怀 是 下 款 时 , 相应 的 结论 成 立 . 




















证 明 取 N, 使 得 or < N， 由 推论 3.2.1 看 出 X。，X;- 是 可 积 的 , 上 且 XrAn 一 
了 neET 是 款 ， 因此 对 1 在 T， E(XiAn — Xenan) 一 0， 取 nn 二 N, 得 EX, PE EX.. 
显然 Xe。 是 多 。 可 测 的 , 对 任何 B € 多 ,, 令 
































OB :三 olp 十 NWlpo， My A TlBp 十 WV1lpo. 








容易 验证 op 是 停 时 , 另外 由 于 o < 7, 故 TB 也 是 停 时 . 因此 




























































































EXos = BX, 
或 
(Xo;B)+E(XN;B')= E(X7;B)+E(Xn;B'), 
出 (Xs; B) = E(X;; B), 即 EE(Xi|.F,) = X。a.s.. 请 读者 自行 验证 当 XX 是 下 蒜 
时 的 相应 结论 . 

















上 述 定理 也 证 明了 下 列 推论 . 
推论 3.2.2 设 X 是 一 个 可 积 适 应 过 程 , 则 是 一 个 拷 当 且 仅 当 对 任何 有 界 停 时 
o 过 7, 有 EX。 = EEX; 或 等 价 地 对 任何 有 界 停 时 r, EX; = EXo. 

F 面 结果 也 是 Doob 停止 定理 的 推论 . 这 个 性 质 在 后 面 将 被 使 用 . 
















































































推论 3.2.3 ”如 果 X 是 非 负 上 款 , 那么 


P({Xw > 0, inf X, = 0)) = 0. 
ngN 





证 明 固定 N > 1,a>0, 则 











P({XN > a, inf Xn = 0})= 0. 


nN 

















实 上 , 将 其 中 的 事件 记 为 4. 令 























7T := min{n > 0:X,= 0}; 


o := min{n 2 7:X, 过 ah 











则 ACf{og<N}. 由 Doob 停止 定理 ， 








0 之 下 (XuAN = XrAN) 








= E(X,— Xi;{o < ND) +E(Xy - Xi;{o > N,r <N)) 
ZaPl(oc < N)+E(Xn;{oc > N,r < N}) 


> aP(o < N). 





因此 P(c < N) = 0. 让 a 趋 于 0 得 所 需 结论 











定理 说 明 非 灸 上 默 如 果菜 处 等 于 零 就 永远 是 零 . 下 面 的 例子 说 明 Doob 有 界 停 
止 定理 中 有 界 性 是 重要 的 . 
例 3.2.4 注意 款 只 是 说 明 每 一 局 赌博 是 公平 的 , 但 最 后 的 结果 可 能 仍然 是 不 公平 
的 . 一 赌 徒 在 开局 时 持 有 赌资 x, 如 果 赌 徒 可 以 无 利率 无 限制 借款 且 别 人 愿意 在 赌 
徒 想 玩 的 时 候 玩 下 去 想 停 的 时 候 停 下 来 , 那么 他 总 可 以 赢得 任意 多 钱 a > 0 后 离 
开 . 事实 上 , 设 XX 是 Z 上 0 出 发 的 简单 随机 游 动 ,7 是 首次 最 得 至 少 a 元 钱 的 时 
刻 . E 论 3.2.1, X7 仍然 是 款 , 也 就 是 说 赌博 仍然 是 公平 的 . 但 因 X 是 常 返 的 , 故 
P(r < co)=1, 而 Xr=o, 因 此 Doob 停止 定理 不 成 立 . 也 就 是 说 有 限时 间 内 赌 徒 
可 以 达到 他 的 目的 离开 , 这 样 看 来 结果 是 不 公平 的 . 
另外 一 个 有 趣 的 策略 是 加 倍 . 赌 徒 为 自己 确定 下 列 规则 : 第 ”局 下 注 为 a 直 
至 第 一 次 赢 后 离开 . 这 是 一 种 典型 的 赌博 策略 , 如 取 ao。 = a2"-1, 意味 着 赌 徒 的 






























































局 























jol 















































起 x 







































































































































































注 每 次 加 倍 直至 赢 一 次 后 离开 . 记 7 是 赌 徒 第 一 次 赢 的 局 次 , 即 7 = inf{n>1: 
XX 一 义 %_1 > 0}=inffn 之 1:6,=1}. 虽然 了 不 是 首 中 时 , 但 显然 

{7 > n} = {61 7 = én = 一 ]} GE 2,,， 
故 + 是 停 时 . 令 a fe ee PN lngr}, 那么 (H,) 是 赌 徒 的 下 注 策略 . 显然 














(HH ) 是 可 预料 的 . 在 次 赌博 后 赌 徒 所 拥有 的 赌资 为 随机 积分 

















(H .X),, = r+), Hi(X;— Xi1) ==z+ >》 Hié. 

i=1 i=1 
容易 验证 如 .多 是 可 积 过 程 , 因此 如.X 是 (88) 默 . 换 句 话说 , 周 徒 的 运气 实际 上 
没有 任何 改变 . 











性 三 了 
另外 , 当 7==n 时 , (及: 关 )% = 二 2 十 an 一 2 ai 那么 赌 徒 在 赢得 一 次 后 离开 时 
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的 平均 所 得 为 
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E(H.X);: = >, EI((H . X),; {7 = n)] 
n>1 
=z+》, 二 (a = a 
n>1 k=1 

如 果 2 绝对 收 傅 , 则 交换 和 的 次 序 得 E( 态 .X) = x. 但 若 加 倍 下 注 : 
an 二 a2”-1, 则 (五 . 匀 )- = a, 即 财 徒 最 终 一 定 可 以 赢 , Doob 停止 定理 也 不 成 立 . 

为 什么 公平 的 游戏 会 产生 不 公平 的 结果 呢 ? 原因 就 是 不 公平 的 规则 : 赌 徒 可 以 
无 利率 无 限制 借款 且 别 人 愿意 在 赌 徒 想 玩 的 时 候 玩 下 去 想 停 的 时 候 停 下 来 . 所 以 
和 一 个 有 无 限 赌资 的 赌 徒 进行 赌博 依然 是 不 公平 的 , 参考 例 3.2.5. 在 正规 的 赌场 里 
一 般 都 要 限制 最 大 的 下 注 数 或 订 其 他 规则 以 避免 这 种 不 公平 的 出 现 . | 

鉴于 Doob 停止 定理 的 重要 性 , 我 们 在 此 给 出 它 的 一 个 推广 形式 . 
定理 3.2.3 设 {X, :n> 0} 是 蒜 , 7 是 停 时 . 如 果 

(1) P(r < %)= 1; 

(2) EIX7| < %; 

(3) lim, E(Xn; {7 > n}) = 0; 
那么 EX, = EX,. 
证 明 利用 有 界 停止 定理 , 对 任何 m， 

EXo = EX 
= E(X7; {7 < 1}) + EX,; {7 > n}) 
一 一 EX,. 

当 n 一 十 oo 时 ,上 面 第 2 项 因 条 件 (3) 趋 于 零 , 第 1 项 因 条 件 (1), (2) 及 控制 收敛 
定理 也 趋 于 EX;. 
注 ”容易 验证 , 如 果 条 件 (1) 满足 且 条 件 (4) E(sup, |Xinn|) < co 满足 , 则 上 面条 
件 (2),(3) 成 立 . 而 显然 {XrAn :n 0} 的 有 界 性 蕴含 着 条 件 (4) 成 立 . 

下 例 是 Doob 停止 定理 的 一 个 经 典 的 应 用 . 





























例 3.2.5 设 {&%} 是 一 个 Bernoulli 随机 
Xn 二 Xo 二 2 6, 它 是 从 a 
k 


=1 














序列 ， 取 整数 上 > aa>0, 令 X = wa， 


发 的 随机 游 动 . 记 7 为 首次 到 达 {0, 碳 的 时 间 ,70, 7 
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分 别 是 首次 到 达 0 与 5 的 时 间 . 容易 验证 7 = To 人 人 76, P(7 < 十 %o) = 1. 直观 地 
坚 释 ,如 用 启 表 示 赌 徒手 中 的 赌资 达到 b, 输 表 示 赌 徒 输 光 , 那么 mm 分 别 是 赌 徒 
和 次 输 与 启 的 时 间 , 7 是 首次 输 或 忒 的 时 间 . 设 赌 徒 无 论 输 或 启 都 将 立刻 离开 , 则 
{ro < 7} 表示 赌 徒 最 终 答 , 而 {ro > To} 表示 赌 徒 最 终 赢 . 记 两 者 的 概率 分 别 为 po， 


pb. 自然 po + pe = 1. 














































































































时 , 和 是 蒜 . 对 任何 n > 0, 0 << Xj^n 入 0 由 定理 3.2.3 的 注 ， 








EX, = EXo = a. 因 EX, = 0po + bpo, 故 








b—a a 
po 二 pb 了 





因此 赌资 越 多 , 赢 的 概率 越 大 . 
当 p > gq 时, 因 E(g/p):* =p 十 gg 二 1, 故 不 难 验证 {(g/p)*"} 是 蒜 ,， 那么 


Ep(g/p)*" = (9/p)*. 同样 
» 人 于 (及 












































1-( 

pp = 

1- (4) 
也 

(答案 也 可 以 用 全 概率 公式 列 出 差分 方程 解 出 ,) | 
现在 设 X 是 实 值 适应 随机 序列 , 对 -oo < a <5<o%, 定义 


























T1 := inf{n 2 0:X, <a}; 


Ta := inf{n > 71 : X», > 0}; 


T2K 二 1 :一 inf{7m 之 Tok : Xn < a}; 





Tokp+2 := inf{n 2 Top+1 : Xn > 0}; 
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则 {7 :mn 之 1} 是 一 个 严格 单调 上 升 的 停 时 序列 ,对 入 之 1, 令 





UR [a,b] := max{k :Tok < N)}, 








随机 变量 UR [a, 9] 记录 了 随机 序列 X 在 时 刻 0 与 NN 之 间 从 a 下 跳 至 5 上 的 上 帘 





次 数 . 下 面 是 著名 的 Doob 上 窜 不 等 式 . 




















定理 3.2.4 (Doob) 设 X 是 一 个 下 款 , 则 对 任何 正 整数 N, 常数 a <&b， 








UR [a,d] < ——[E(Xw oa)+ — E(Xo 一 o)+]. 





























证 明 令 区 := (Xn 一 a)1, 显然 了 = ( 克 ) 也 是 一 个 下 载 . 让 mr 是 将 





0 一 ay 分 别 取 代 o) 包 和 后 如 上 定义 的 停 时 列 , 自然 UX [a,8] = [0 一 aol. 取 


大 使 26 一 1>N, 那 么 mr>28--1>N, 因 此 


k k—1 
Es 3 (ZN bd | * > (YR YAN ) 
*=1 n=0 
k—1 
> (0 — OUNIO,b— a]+ 2 (saAN 一 区 AN 
n=0 








而 由 定理 3.2.2， 


























k—1 
BY — EYo > (0 — a)EUF [a,b] + >》 (BE ,nN — EY nn) 
n=0 








> (5 — a)EUR [a, ob]. 
































Doob 上 窜 不 等 式 是 证 明 所 有 的 巩 或 下 款 收 敛 定理 的 基本 工具 . 





























定理 3.2.5 设 {Xn} 是 下 款 K = sup, EIX,| < 0%, 则 X, 一 XX a.s.， 内 





























中 是 一 个 可 积 随机 变量 ， 另 外 , 车 {X,} 是 一 个 一 致 可 积 摧 , 则 XX 
入 (XIF,). 


证 明 设 XXX 分 别 是 {Xn} 的 上 极限 与 下 极限 . 显然 























{X > X,}= 人 UK <a<D<X* 
apEQ 

















下 K+i+a 
b—a b—a 























UR [a,b] < 

















he 
































{X, <a<b<X*}C{limy UZ[a,0] = +00}, 故 有 P({X, <a<b<X*})==0, 推 




































































定理 1.4.7, Xn > 月 Xn 3 lim,, (Xm |Fn,) (X|F,). 


下 面 的 款 不 等 式 也 属于 Doob, 称 为 Doob 款 不 等 式 . 
































定理 3.2.6 (Doob) 设 X 是 一 个 下 坎 . 
(1) 对 任何 入 > 0 及 正 整数 N， 








AP( max |X| > 入 ) < 2EX: — EXo; 


0S<ngN 


(2) 设 XX 是 非 负 的 , 则 对 任何 p > 1 及 正 整 数 N， 


p 
E max X?< (| 正和 X 


0<ng<N p—1 


证 明 (1) 令 7T:= min{0 nN :Xz 入, 则 7 是 一 个 停 时 




















单调 收敛 定理 Elimyw UX [a,b < 十 co, 因此 limw UR [a,b)] < 二 oo a.s.， 介 是 





出 X* = a.s., 极限 的 可 积 性 由 Fatou 引 理 得 到 . 如 果 {X} 是 一 致 可 积 蒜 ， 


= E(X;; max Xn 过 入 ) 十 隐 (X7ri max X, < 和) 


0<n&N 0O0<n&N 


AP( max XA)+E(XNy; max X, < 入 )， 


0<ng&N 0gngN 














AP( max X >\)<E(XN; max X, > \) < EX.. 


Og<n<N Og<n&N 











男 一 方面 , 如 果 令 7 := min{0 < nN :XX << 一 和 }, 则 同样 





























EXo < EX. 








~、 








之 
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= E(X;; min X, < —AM)+E(X;; min X, > 一 入) 
0O0<n&N 0O0<n&N 














入 了 P( min X, < —\) < E(Xnw; min X > 一 入 ) 一 下 X0. 


0<Sn<N 0<n<N 











结合 上 述 两 个 不 等 式 , 将 得 到 定理 要 证 明 的 不 等 式 . 








p 
p—1 











则 由 (1) 的 证 明 中 知道 








(2) 念 é ee XN, 好 二 maxngN DG 全 




















tP(n > 胃 乏 下 (5{17 > 续 ), 再 结合 Fubini 定理 和 H6lder 不 等 式 
































n oo 
in? 一 下 人 vptr-idt= / ptz -1IP(7 > t)dt 
0 0 





人 











pe?E(é; > 昌 )dt 


0 


< pze / tP-2dt = —f Eenr-! 
0 p—1 








< gq(EE?)? (En? -DY 




















= gq(EBé?)? (En?)?. 











两 边 同 除 (En?)* 即 得 . 
定理 3.2.5 中 下 靳 的 收敛 形象 地 说 是 向 右 收 敛 , 在 本 节 的 最 后 , 我 们 将 证 明 下 款 
左 的 收敛 定理 , 下 面 定 理 说 明 这 样 的 收敛 要 容易 得 多 . 






































村 






































定理 3.2.7 设 X=(Xn)nso 是 关于 流 (了 多,)nzxo 的 下 款 且 inf;, EX > 一 co, 则 
(1) X 是 一 致 可 积 的 ; 
(2) 当 n 一 -00 时 , X。 几乎 处 处 且 L! 收敛 于 一 个 可 积 随机 变量 X_。, 且 对 
任何 n， 











下 (Xn| 多 _。) 之 从 :6 














里 [og a A [og 
中 多 _。 := 门 ”20 Zn. 
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证 明 设 n<0, 因 EX, > 下 Xi, 故 inf 了 X。 > 一 00 更 含 着 z = lim,,_ EX, 
< 


存在 且 有 限 . 对 给 定 e> 0, 取 使 得 玉 EX 一 x <e 那 么 当 n 








本 


(Xi :Xi,| > A) = E(X, : X», > A)— E(X, : X, < 一 入) 




















三 卫 及 nm 2 > 入 ) 各 (六 : Xn 之 一 入 ) EX,, 





























< E(X; : X, > MA) + E(X; : X, > —M)— EX;+e 




















< E(X, : Xn, > A)+E(—X.: X, <—A)+e 
< E(X|:|X,| > A)+e. 


另外 


1 1 
P(X,| > 和 A) < EIX,| = XE(2X» 一 XX,) 














1 1 
= 3 IX+ — EX,) < (2EXo — 72), 


由 此 推出 X 是 一 致 可 积 的 . 
(2) 类 似 于 定理 3.2.5 的 证 明 . 设 X*, X, 分 别 是 当 n 一 -oo 时 X% 的 上 极限 
与 下 极限 . 显然 














{让 三 (J {X <a<D<X 
abcQ 





对 正 整 数 N, 将 上 窜 不 等 式 用 于 下 抽 {X_N,XX_N+41,… ,XX0}, 仍 用 UR [oo 表示 
对 [a,5] 的 上 帘 次 数 , 则 








1 
b—a 








EUR [a,b] < 








(下 |Xo| + a). 





因此 同样 有 limw UR [a,b] < 十 oo a.s.. 但 是 {X, <a<b<X*}C {limy UR [a,b] = 








十 co) 故 有 P({X, <a<b<X*}) = 0, 推 出 X* = 针 , a.s.,; 即 lim,_w Xn(w) 儿 
平 处 处 存在 , 记 极 限 为 X_w. 再 由 {XX :n 之 0} 的 一 致 可 积 性 , XX 也 是 L! 收敛 
于 XX_%, 因此 X_。 是 可 积 的 . 






























































男 外 对 AeE 匈 ,及 m<n<0, (Xn; A) > E(X,,; A), 让 mm 一 一 co， 





























E(X,; A) > lim», E(X,,, A) = E(X_~; A), 因此 E(Xn,|F_,) > X_. 






































第 三 章 ”随机 分 析 基 础 ”143 


























作为 应 用 , 我 们 来 证 明 Kolmogorov 强大 数 定律 . 它 推广 了 Borel 强大 数 律 ( 参 
考 1.4.5 ). 
定理 3.2.8(Kolmogorov) 设 {&，} 是 独立 同 分 布 可 积 随机 序列 , 则 



















































































(和 -+ | 用 3 
几乎 处 处 且 Li 收敛 于 E&i. 
1 
证 明 令 戏 二 蕊 7 1 | 62 和 A i i 0(X :k 之 n), 那么 (Xi ， 
n > 1) 是 蒜 ( 见 习题 ). 由 上 面 的 定理 3.2.7 推出 X_。a.s. 且 L1 收 伍 于 一 个 可 积 随 
机 变量 X. 
不 妨 设 E&1 = 0, 则 有 EX = 0. 让 9 表示 & 的 特征 函数 , 那么 9 在 0 点 可 微 























且 dy(0) = 0. 因此 

































































eitX ~ lim EeitX-" = lim ( Ch 一 1 
n Nn nN 
即 X 一 0a.8.. 
习 题 

1. 验证 蒜 定 义 下 面 所 列 的 3 个 性 质 . 
2. 设 (Y, :mw > 1) 是 一 个 有 限 状态 Markov 链 , P 是 转移 和 矩阵, w :万 RR 是 

P 的 从 属于 特征 值 入 的 特征 向 量 : Pa = Xa. 令 X := 入 -"a(7h), 证 明 : 

(Xn 1) 是 一 个 蒜 . 


量 过 程 . 这 说 明 蒜 的 性 质 介 


> 
库 
. 





3. 设 X 是 平方 可 积 蒜 , EX 三 0. 证 
于 独立 增 量 与 正 交 增 量 性 质 之 间 . 
4. 设 X 是 零 均值 平方 可 积 的 独立 增 量 过 程 , 证 明 : 存在 唯一 的 TT 上 的 递增 函数 






































5. 设 X 是 一 个 右 连续 (多 ,) 下 诸 , 如 果 存 在 适应 连续 递增 过 程 4, 使 得 
Ao 二 0 且 X 一 4 是 (多 ,) 缺 , 那么 称 关 是 可 补偿 的 , 4 是 总 的 补偿 子 . 
(1) 设 B 是 d- 维 Brown 运动 , 证 明 : (B2) 是 可 补偿 的 ; 











” 设 N 是 参数 为 和 的 Poisson 过 程 , 问 补 偿 Poisson 过 程 的 平方 (Ni 一 入 上? 
否 可 补偿 ? N2 是 否 可 补偿 ? 如 可 以 , 求 补偿 子 . 



















































































144 ”随机 过 程 基础 

6. 设 BB 是 d- 维 (多 1) Brown 运动 ,天 是 及” 上 的 连续 下 调和 函数 . 证 明 : 若 hoB， 
可 积 , 则 它 是 下 款 . (提示 : 用 Brown 运动 的 有 限 维 分 布 计算 E(heBi| 多 ,).) 

7. (Wald 蒜 ) 设 {Yi, :mn > 1} 是 独立 同 分 布 随机 序列 使 得 $(t) := ” 对 某 个 
t 关 0 有限 . 令 

.6 -= b(t) ™ explt(7 se Ys 

证 明 : {X, :n 之 1} 是 蒜 . 

8. 一 个 袋子 中 在 时 刻 0 有 一 个 红 球 与 一 个 白 球 , 随机 地 从 袋子 中 取 一 个 球 , 然后 


10. 


11. 


12. 

















并 放 入 一 个 相同 颜 





将 它 放 四 色 的 球 , 无 限 地 重复 此 过 程 . 





记 了 为 n 次 后 伐 中 
































白 球 数 与 总 球 数 之 比 , 证 明 : {Xn} 是 款 . 
. 设 {7 :nz 1} 是 独立 同 分 布 随机 序列 , fo, 有 fi 是 两 个 概率 密度 函数 ,fo > 0. 令 
区 广 ( 太 ) 记 (2) 万 ( 和 区) 
3 fo Yi)fo(Y2) :fo(Yn) 


证 明 : 如 果 fo 是 ,的 密度 函数 , 那么 (X) 是 蒜 . 
设 {X, :n > 0} 是 (多 ) 适应 的 可 积 随机 序列 , 满足 





E(Xn+1|F,) 这 Q 人 nm 十 BXn-1, 7 之 1s 





其 中 > 0,68 > 0,a+6B = 1. 问 a 为 何 值 时 ,序列 := Xo, YY := aX,+Xn_1 
是 (F;) 款 ? 





设 Markov 链 {X,: 0} 的 状态 空间 为 {0,1,… ,入 }, 转移 概率 为 
Ee aa (1 一 mi)> ,0<i,ji<gN, 

了 下 :下 24aX,， 且 

其 中 Ti = ee 验证 : 2， := e- 2%X" 是 蒜 . 





y 





设 {7h} 是 独立 同 分 布 正 随机 变量 


序列 使 得 EY, = 1. 记 X; := 六 YY… 











(1) 证 


明 : (Xn) 是 蒜 且 


儿 乎 处 处 收敛 于 一 个 随机 变量 X; 





(2) 设 二 , 以 概率 





此 











1 1 3 
3 分 别 取 值 与 2 验证 X = 0 a.s., 因 


EllY,# 1 ey,. 


nz 之 1 nl 


13. 


14. 


16. 


Ts 


18. 


19. 


20. 


21. 


22: 




















































































































函数 9 称 为 是 ; 














} 
十 

















d>3 时 ,存在 非常 数 有 界 过 分 函数 . 





考虑 2- 维 非 负 整数 格 点 上 的 一 个 随机 游 动 , 如 果 过 程 现在 位 于 








分 的 , 如 果 9$(i) > 2 ;pij9(2), i 
有 界 过 分 函数 , 那么 $(X) 以 概率 1 收敛 . 继而 证 明 妇 
的 , 那么 $ 是 常数 . 


设 {Xn} 是 d- 维 对 称 随机 游 动 . 证 明 : 当 qd = 1,2 时 , 有 界 过 



























































E. 











缺 理 论证 明 如 果 4 


第 三 章 ”随机 分 析 基 础 ”145 
设 {X :n 之 1} 是 一 个 均值 0 且 平 方 可 积 的 蒜 . 验证 : 
k 
B[((Xntn — Xn) ] = SEX — Xnti1)]. 
生生 
(Doob 分 解 ) 证 明 : 下 载 (X,,) 可 唯一 分 解 为 XX, = 二 ,十 2, 其 中 (7) 是 款 ， 
(2 ) 是 从 0 出 发 的 非 负 可 预料 的 增 过 程 : 0= 2 < 2o < …. 
. (Riesz 分 解 ) 证 明 : 上 蒜 (X) 可 分 解 为 X% = ,十 Zn 其 中 YY 是 缺 , 2 是 位 
势 ( 即 2 是 上 蒜 且 lim;, EZ, = 0) 当 且 仅 当 {EX,} 有 界 . 这 时 此 分 解 唯一 . 
设 {Xn} 是 识 日 Xo w)|， [Xn (w) J Xn_1(w)| 被 一 个 本 WwW 及 nN 无 关 的 常数 控 
制 . 如 果 7 是 一 个 具有 限 均 值 的 停 时 , 证 明 : X; 可 积 且 EX; = EXo. 
设 {XX :n 之 1} 是 一 个 Markov 链 , 其 转移 矩阵 是 (pi; :i,j EB). BB 上 的 非 负 


是 














分 函数 是 常数 . 





I 有 果 XX 是 不 可 分 并 常 返 


AI 





(m,n), 那么 下 


1 . 
- 步 各 以 概率 走 到 (m,n 十 1) 与 (m 十 1,n). 设 过 程 从 (0,0) 出 发 ,也 是 一 


条 从 x 四 


的 某 格 点 联结 








设 {Xn : 即 >0} 是 例 3.2.1 中 定义 的 从 0 出 发 





的 时 间 . 证 明 : 当 p= gq 时 , X2 
设 {Xn :n 之 0} 是 上 面 所 说 的 随机 游 动 , p > 9. 1 
Xn = 二 0}. 求 停 时 o 的 母 函 数 并 


设 io 和 








邻 格 点 到 y 轴 某 格 点 
磁 到 工时 向 右 与 向 上 移动 的 步 数 . 证 明 : 下 呈 = ] 
随机 游 动 , r 是 首次 到 达 {0,5} 


的 折线 . 记 六 ， 
EY. 


的 
此 求 Er. 














n 是 蒜 . 并 












































1 
六 _k :二 T(t én 


此 计算 o 的 均 
是 独立 同 分布 可 积 随机 变量 . 对 kz 1, 令 





) 





值 与 方差 . 


Fp := 0(X_ EX 1 ). 


取 整 数 b> 0, 令 o: 


2 分 别 是 过 程 

















min{n: 
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证 明 : {Xi :k < 一 1} 关于 (Z% :k < 一 1) 是 加 . 


83.3 ”下 款 的 正则 化 





在 上 一 节 款 与 下 款 的 定义 中 没有 
下 庄 的 轨道 自动 地 具有 很 好 的 正则 性 , 即 右 连续 

设 本 = [0,0), D 是 本 的 一 个 可 列 稠 子 集 ， 
是 概率 空间 上 的 流 , 为 方便 计 , 我 们 假设 .Go 中 合 
则 我 们 可 加 入 这 些 集合 . 这 个 假设 不 影响 下 面 
处 处 的 意义 下 叙述 的 . 对 KK > 0, 令 Dk 
0, 天 及 其 之 间 的 D 中 点 的 全 体 . 

现在 设 X = (X, :teT) 是 
是 Dk 的 
则 Y = 

































































































































































Ys 














:0<n<N) 是 一 个 下 加， 


1 
b—a 





EU [a,b] < 





为 所 有 





MP( max, [到 | > 和 A) < 2EYY — EYo = 2EX# 一 下 Xo， 






































其 为 UX [a,0], 再 记 








区 [a,b] := sup UZ [a, b], 


FCDEk 


它 是 限制 在 Dk 上 对 区 间 [4,9] 的 上 帘 次 数 , 因为 Di 可 列 , 直 











Pp 的 所 有 概率 零 
的 结果 都 是 在 几乎 
U {0, EK}), 8 


-个 下 款 , 让 已 :={0=t 加 < 五 < 
个 含有 {0, 开 } 的 有 限 子 集 , 对 0<n<NN, 令 
Doob 的 不 等 式 ， 


Gr 








涉及 过 程 的 轨道 . 本 节 中 我 们 将 证 明 一 个 缺 或 
存在 左 极限 . 


的 集合 . 








(了 (YN 一 ao)+ 一 下 (2 一 o)+) < ECXx — a)t, 


其 中 a < b, 入 > 0. 实际 上 Uj[a,b] 是 匀 限制 在 上 对 [a,6] 的 上 窜 次 数 ,我们 记 














有 限 子 级 








ly 
| 
! 

















主 LH 
= 








1 























= 


体 是 可 列 的 , 因此 UZ [a 中 是 一 个 非 负 可 取 无 穷 值 的 随机 变量 . 








日 











: 面 的 不 等 式 











UD la,b) < © E(Xk — a)!, 


AP(max |Xi| > 入 ) < 2EXK — EXo. 


teEDk 


下 列 定理 是 连续 时 间 下 上 蒜 正则 化 的 第 











-个 基本 定理 . 
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定理 3.3.1 设 X=(X :teT) 是 一 个 下 款 , 刀 是 下 的 一 个 可 列 稠 子 集 , 则 
1) 对 几乎 所 有 的 we Q, 从 DD 到 R 的 映射 + 己 Xi(w) 对 任何 KK>0 在 Dk 
上 是 有 界 的 且 在 每 个 点 上 ET 有 右 极 限 















































2 lo) 
及 左 极限 
XP (w) := ela) 














(序列 s,, 11t 表示 对 任何 nz1,sn<t sn 1 t. 4 类 似 理 解 .) 














(2) 对 所 有 te T, Xi 是 可 积 的 且 X < EE(X 和 | 多 4). 如 果 t 忆 EX 右 连 续 ， 





则 X, = E(XPD | 多 
(3) 过 程 X? = (X :teET) 是 关于 右 极限 流 (多 +) 的 右 连续 下 款 , 当 X 是 


鞭 时 ,XP 也 是 一 个 蒜 











证 明 (1) 即 No 为 9 中 使 得 映射 + Xi(w) 在 某 个 Dk 上 无 界 或 在 某 个 点 志 处 
上 述 右 极 限 或 左 极 限 不 存在 的 w 全 体 . 我 们 无 法 直接 验证 No 的 可 测 性 , 但 是 容易 
验证 


























NoC U [max IXi|= oo}UNk|, 


KZ>1 

















Nx:= () {UZ, ea= ool 


a,b€EQ,a<b 





而 对 任何 固定 的 正 整数 KK 及 a <b, 由 Doob 的 不 等 式 ， 




















P({max |Xi:| = 00})= lim P({max |Xi| > A}) 
tEDk 入 一 ce t€EDKk 











1 | 
< lim ~(2EXr 一 下 Xo) = 0， 


入 一 co 











P({US, lad] = co) = lim P({US, [a,b] > N}) 


1 

















= Rs N PUD, la, 9] 
> 1 十 
< lim E(Xx —a) =0. 
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因 概 率 空间 是 完备 的 , 故 No €E FF 且 了 (No)=0. 


(2) 对 任何 te T, 取 {sn :n 之 0}CD 满足 sw 4t. 对 ne {0,1,-2,.….}, 








令 纹 a 2, ;yn A X。,， 则 Y = (Y, :7 = 0, 一 1, 一 2,.…) 是 关于 (%, : 9 一 


0, 一 1 一 2……) 的 下 款 , 且 





EY = EX, 。 之 EX.. 























日 定理 3.2.6, 了 是 一 致 可 积 的 , 且 X。 是 -收敛 于 X 尹 ,因此 XB 是 可 积 的 , 又 






































因为 XX < 正 (X。 | 多 4), 由 元 :收敛 性 推出 X < EE(X |ZF1)， 如 果 t 五 EX 右 连 









































续 , 则 EX, = lim EX。， = EXD, 那么 非 负 随机 变量 E(XP |F,) - Xi 的 期 望 等 于 















































EXP — EX, = 0, 从 而 Xi = E(XD |Z,). 


(3) 首先 由 于 (多 ,4 ) 是 完备 的 , 容易 看 出 X? 是 (多 ,+ ) 适应 的 可 积 过 程 , 另外 


















































对 t> s, 取 s, E D, t> sw 414s, 还 是 由 定理 3. 





6， 














(Xi 多 ) > XN; 




















再 取 tn, D, tn, | t, 我 们 有 E(X;,, |F,1) 之 | 忆 此 




















(XD |F,) 二 lim E(X,, | 多 ,+4) 之 站 5 

















即 XP? 是 关于 (多 4,4) 的 下 款 . 若 X 是 蒜 , 则 EX 是 常数 , 那么 EX 也 是 常数 , 因 
此 X? 是 著 . 
注 , 上 面 右 极限 过 程 X2? 的 定义 与 可 列 稠 集 D 有 关 , 但 是 两 个 不 同 可 列 稠 集 所 定 
义 的 右 极限 过 程 是 不 可 区 分 的 (参见 习题 ). 另外 , 容易 证 明 如 果 下 缺 X 是 随机 连续 
的 , 那么 X? 是 X 的 一 个 修正 . 
FE 述 定理 有 下 面 的 重要 推论 . 定理 中 的 两 个 结论 是 连续 时 间 下 堵 正 则 化 的 另 


个 基本 定理 . 
































































































































es 






































定理 3.3.2 (1) 如 果 X 是 一 个 右 连续 的 (ZF) 下 款 , 则 X 也 是 一 个 (Zt) 下 钠 . 
(2) 设 流 (多 ,) 满足 通常 条 件 . 如 果 下 款 X 的 均值 Er- EX, 是 右 连续 的 ,那么 

X 有 一 个 修正 是 右 连 左 极 的 下 载 . 特别 地 , 摧 总 有 一 个 修正 是 右 连 左 极 的 款 . 

证 明 (1) 若 X 是 右 连续 的 , 则 X? 与 D 的 选取 无 关 , 精确 地 说 , 对 不 同 D 的 先 
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取 , X? 是 不 可 区 分 的 且 与 和 也 是 不 可 区 分 的 , 因此 X 是 (多 ,4 ) 的 下 款 . 
(2) 当 流 与 期 望都 是 右 连续 时 , 任 取 T 的 可 列 稠 子 集 D, 由 定理 3.3.1， 















































Xi, = 下 (Xi 多) = XN, telT, 














故 X72 是 X 的 修正 ,而 显然 它 是 一 个 右 连 左 极 的 下 款 . 
1 这 个 定理 , 以 后 我 们 说 到 右 连续 下 款 时 , 总 是 可 以 假设 对 应 的 流 是 满足 通常 
条 件 的 . 另外 如 果 流 满足 通常 条 件 , 那么 我 们 总 可 以 假设 蒜 是 右 连 左 极 的 . 下 面 的 定 
理 是 Doob 有 界 停止 定理 的 连续 时 间 版 本 . 



































































































































定理 3.3.3 设 X 是 右 连 续 (多 ,) 下 款 ,r,，c 是 有 界 停 时 且 o < 7, 则 X。，,X; 是 可 
积 的 且 




















X, < E(Xi|F,), a.s.. 


证 明 对 n>0, 令 Da 二 和 直 :k 一 0,1,2%.…]} 及 


on(w) := inf{t € D»,: tz0(w)}, w EQN. 








大 Di Dgis 故 On 与 On+tl1 是 值 域 为 Dn+1 的 关于 流 (Fi :te D141) 的 有 界 
停 时 , 应 用 Doob 离散 时 间 有 界 停 时 定理 于 (多 , : te D41) 下载 (Xi : te D1)， 


得 知 X。 与 XX 















































是 可 积 的 








Cnt+l1 














0 0 6 








对 n= 0, 一 1, 一 2,…) 令 十 := ;多 :二 多。 则 (六 :n=0, 一 1, 一 2,…) 是 






































关于 (多 :n= 0, 一 1, 一 2,…) 的 下 款 , 且 对 任何 n < 0, EY, = EX。,， > EXo, 由 定 
理 3.2.6, (Xe :nn 一 0,1,2,…) 是 一 致 可 积 的 , 且 因 为 X 是 右 连 续 的 , 故 当 m 一 co 
时 , X。。 几乎 处 处 收敛 于 和 X。, 因而 也 L1- 收 敛 于 X。, 因此 Xe 是 可 积 的 , 同 理 X; 
也 是 可 积 的 . 同样 定义 六 :=inffteD:L>7h 则 mm >con 且 都 是 有 界 停 时 ,对 
任何 4 e 多 ,= 门 ,。 罗 。 ,再 应 用 Doob 停止 定理 , 对 任何 m， 

























































































BE(Xr- ;4) > E(X,,; A), 




















1- 收 伊 性 得 E(X;; 4) > E(X,; A). 




















推论 3.3.1 (1) 设 7 是 停 时 , X 是 (多 ,) 右 连续 下 款 ( 或 蒜 )) 则 XX 的 7 停止 过 程 
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X= (Xin+ : teT) 也 是 关于 (多 ,) 的 下 款 ( 款 ). 
(2) (多 ,) 适应 的 右 连 续 实 值 可 积 过 程 X 是 蒜 当 且 仅 当 对 任何 有 界 停 时 r 有 
EX, = EX,. 


















































高 
运 
SY 
SH 


因 上 Ar 是 有 界 停 时 , 由 上 述 定理 , X7 是 (多 ,) 适应 的 可 积 过 程 , 并 且 对 
t > s, 再 应 用 上 述 定 理 及 由 定理 3.1.2， 



















































































(Xenr |F;) 于 下 (下 (XiAr| 多 Ar)| 允 。) 





= 下 (XiAr| 罗 itArAs) 二 更 (XiAr| 罗 。r) 


之 入 sAr， 














故 X7 也 是 下 款 . (2) 可 由 推论 3.2.2 直接 推出 . 
下 面 定 理 类 似 于 推论 3.2.3. 说 明 一 个 非 负 右 连 续 上 默 一 旦 在 某 时 刻 等 于 零 就 

















































































































NS 





定理 3.3.4 设 X 是 非 负 右 连续 上 款 ,r:= inf{t: Xi Xi =0) 则 对 as. w€ 09， 





t > T(w) 时 , Xi(w) = 0. 

















1 a 1 
证 明海 而 全 inf {42 0 : X, < 那么 mm 是 停 时 且 当 rm < +00 时 , Xi, < 一 . 
nN nN 








Bs 











此 








由 定理 3.3.3, E(Xi|.F7) < XiAr ， 


1 
E(Xi; Tn < t) <E XiAT, ;Th < t) 一 E(X, 3 Th < t) < 一 . 
n 






































而 关 T7r, 故 下 (Xio37r 近 加 =0, 再 由 X 的 右 连续 性 推出 定理 结论 . 
另外 , 定理 3.2.3 中 的 两 个 下 款 不 等 式 对 限制 在 可 列 稠 子 集 上 成 立 , 由 下 堵 的 右 
连续 性 Doob 的 不 等 式 可 推广 到 连续 时 间 下 款 . 




































































定理 3.3.5 设 X 是 一 个 右 连 续 下 蒜 , 则 
(1) 对 任何 入 >0 及 >0， 




















AP( max |Xi| > A) < 2 卫 XN — EXo; 
0&t&N 


(2) 若 X 是 非 负 的 , 则 对 任何 p>1 及 >0， 





p 
E max X? < ( a 中 到 天 Na 


0&t&N 7 一 
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特别 地 , 如 果 X 是 款 , 那么 Emaxo<i<w X? < 4EX%. 
证 明 留 给 读者 作为 习题 . 最 后 , 我 们 将 要 介绍 的 局 部 款 的 概念 , 由 推论 3.3.1, 局 
部 缺 的 引入 显得 非常 自然 , 它 在 随后 儿 节 中 将 会 经 常用 到 . 

定义 3.3.1 固定 一 个 满足 通常 条 件 的 流 (多 ;). 右 连续 适应 过 程 M 称 为 是 一 个 局 
部 款 , 如 果 存 在 一 个 单 增 趋 于 无 穷 的 停 时 列 {7 }, 使 得 对 任何 n, 过 程 MT 人 * 147, >0} 


是 一 个 蒜 . 这 时 , {T,} 称 为 是 M 的 局 部 化 序列 ， 








































































































因为 , M”* = MII"*1ez, >0} 十 Moltr -oj， 故 如 果 Mo 本 身 是 可 积 的 , 那么 定义 




















eh 


等 价 于 一 个 看 上 去 更 自然 的 说 法 : 对 任何 n, MY 是 一 个 蒜 . 用 以 上 定义 的 一 个 台 
要 理由 是 包含 一 些 平凡 的 情形 , 例如 恒 等 于 一 个 .Fo 可 测 随机 变量 的 实 值 过 程 在 以 
上 定义 下 是 局 部 款 ( 见 习题 ). 实际 上 , 对 任何 连续 局 部 蒜 M, 总 是 存在 一 个 局 部 化 序 


列 {T,}, 使 得 Mm ltr,>oj 是 一 个 有 界 连续 蒜 . 以 后 连续 局 部 园 的 局 部 化 序列 总 是 


































































































指 这 样 一 个 序列 , 显然 摧 一 定 是 局 部 摧 , 反 过 来 , 局 部 款 不 一 定 是 蒜 , 但 是 由 Fatou 


































































































引 理 , 可 积 非 负 局 部 蒜 是 上 款 . 由 有 和 界 收敛 定理 , 有 界 局 部 蒜 是 蒜 . 局 部 蒜 是 蒜 的 一 

个 非常 有 用 的 推广 , 在 后 面 几 节 中 将 会 看 到 这 一 点 . 在 这 里 我 们 给 一 个 可 积 的 非 负 

局 部 款 但 不 是 蒜 的 例子 . 

例 3.3.1 设 B=(B) 是 R3 上 的 Brown 运动 , h(x) := 7 € 及 \{0}, 
TX 





则 h(B) = {h(Bi)} 是 局 部 拷 , 但 它 不 是 蒜 . 对 任何 有 > 1, 取 
| 
Dr := TER :Iz|<—?, 


则 于 在 R?\ {0} 上 调和 , 那么 (B) 在 概率 pro, zo #0 是 局 部 摧 而 不 是 摧 . 
此 过 程 h(B) 的 状态 空间 是 及 令 Ts 是 


























先 由 定理 4.4.3, 单 点 
Ds 的 首 中 时 , 那么 对 任何 zo 关 0, 停止 过 程 {P(CBiAr jzo 关于 概率 了 P*。 是 有 界 
款 ( 见 85 节 中 的 证 明 ). 而 仍然 由 定理 4.4.3 Th T Troy = co, 故 推出 h(B) 是 局 部 蒜 . 
另外 我 们 知道 , 如 果 h(B) 是 蒜 , 则 对 任何 t > 0， 
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Tr 
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yy 
ey 
El 







































































Eh(B) = Eh(Bo) = h(zo0) = 一 


lzo| 

















而 对 任何 N > |zo|， 




















|y 一 zo| 
Eh(B 3 dy 
R3 Fi 
' 1 下 ee 上 1 1 i 
< 一 一 一 6e 2t 2 十 一 ~ 2t 2/ 
JslgN (2zt)> ly viyl>N N (27b)> 


过 C: C2 
(2xb Ni 














其 中 常数 Ci 与 t 无 关 , C2 与 N ,都 无 关 , 因此 lim,,w E”h(Bi) = 0, 故 h(B) 不 
是 奠 . | 





习 题 





























1. 设 Di,D 是 T 的 两 个 可 列 稠 子 集 , XI,X2 是 分 别 由 Di, D2 按 定理 3.3.1 中 
方法 定义 的 右 极限 过 程 . 证 明 : X1 与 XX? 是 不 可 区 分 的 . 

2. (下 蒜 收 和 敛 定理 ) 设 (X,) 是 (多,) 的 右 连 续 下 款 且 sup,cTEX+ < co. 证 明 : 
lims_ oo。 Xt 几乎 处 处 收敛 且 极 限 可 积 . 

3. 设 Z 是 可 积 随 机 变量 . 证 明 : 对 任何 t,, 上 0， 
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lim E(Z|F4,) = E(Z|F04). 


4. 设 (Xi) 是 一 个 关于 (ZF4) 的 右 连 续 非 负 上 拷 . 证 明 : 当主 一 co 时 , Xs 几乎 处 
处 收敛 于 一 个 可 积 随机 变量 ( 记 为 XxX) 且 (Xi1:0<tg<+0%) 是 (ZF1) 上 著 . 
5. (Riesz 分 解 ) 一 个 右 连 续 的 (多 i) 非 负 上 著 (Zi) 称 为 位 势 , 如 果 lim; ,sw EZ = 0. 
证 明 : 右 连 续 一 致 可 积 上 款 (X,) 有 Riesz 分 解 X, = Mi 十 Zi, 其 中 (Mi) 是 
个 右 连 续 一 致 可 积 的 (多 ,) 蒜 , (2 ) 是 一 个 位 势 . 

6. 证 明 : 一 个 款 是 一 致 可 积 款 当 且 仅 当 它 是 右 闭 款 (Doob 蒜 ). 










































































7. 设 (Ko)) 是 一 个 右 连 续 上 蒜 列 且 对 任何 t, Xl” 关 于 n 递增 . 证 明 :极限 
Xi := sup, 区 右 连 续 且 左 极 限 存 在 . 
8. 设 (Vi) 是 参数 为 入 的 Poisson 过 程 , 对 w€ C, 定义 














Xi := expliuN; — Mt(e”* — 1)]; t> 0. 
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(1) 证 明 : (Re(X,))，(Im (Xi)) 是 鞭 ; 
(2) 当 w= 一 时 ,上 面 的 款 是 否 一 致 可 积 
9. 证 明 : M 是 局 部 蒜 当 且 仅 当 存 在 停 时 列 7T,, 了 十 oo, 使 得 Mo 在 {7 > 0} 上 可 
识 且 MT 是 鞭 . 
10. 设 Mo 可 积 . 证 明 : M 是 局 部 蒜 当 且 仅 当 存 在 停 时 列 T,, 1 二 oo, 使 得 对 任何 mw， 
M7” 是 蒜 . 
11. 证 明 : 
(1) 设 上 是 .8o 可 测 随机 变量 , X 是 局 部 款 , 那么 上 6.X 也 是 局 部 款 ; 
(2) 非 负 局 部 软 是 上 拘 ; 
(3) 局 部 著 全 体 是 个 线性 空间 ; 
(4) 局 部 款 的 停止 过 程 仍 是 局 部 款 . 
12. 设 M 是 连续 局 部 蒜 . 证 明 : 存在 递增 停 时 列 {T,}, 使 得 对 任何 n, MI ltr >o} 
是 有 界 连续 鞭 . 
13. 右 连 续 适 应 过 程 M 是 局 部 蒜 当 且 仅 当 存 在 停 时 列 7 T +co, 使 得 过 程 
M"™ .147,>0} 是 一 致 可 积 款 . 
14. 证 明 M 是 局 部 款 当 且 仅 当 存 在 停 时 列 到 T+eo, 且 对 任何 n, M7?” 是 局 部 款 . 
15. 设 B 是 标准 Brown 运动 , a,b > 0, 令 了 :=infft >0: DB，> a+bt}, 求 
P(T < 二 00). (提示 : 参考 文献 [12].) 
83.4 ”随机 积分 与 It6 公式 
在 本 节 中 , 设 T = 10,00), (Zi) 是 概率 空间 上 的 一 个 满足 通常 条 件 的 流 . 设 
NM? 是 平方 可 积 款 全 体 , 而 .WN2 是 连续 平方 可 积 欢 全 体 , 当然 .NWN2 是 .N? 的 线性 子 
空间 . 对 M € .NM?, 定义 
IM| := > 2 "(1 和 VEM?). 
0 
显然 它 诱导 .NW 上 的 度量 . 我 们 先 证 明 一 个 完备 性 定理 
定理 3.4.1  (.N?,||) 是 完备 的 , WN2 是 闭 子 空间 . 
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证 明 设 MW 是 NM? 中 的 一 个 Cauchy 列 , 则 显然 对 任何 t+ > 0, 存在 Mi, 使 得 


M4 平方 (72-) 收 但 于 Mi 





因此 .NM? 是 完备 的 . i 





除 去 











1 此 推出 | 
列 ) 于 tMi. 

一 个 适 
对 几乎 所 有 
是 有 界 变 差 的 ). 首 
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应 右 连 














a.S. 
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个 零 概率 集 
比 Mo e NM2 草 含 着 M e M2, 妈 
续 随 机 过 
的 
先 我 
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步 , 由 Doob 不 等 





容易 验证 M = 





(M: 











) < -AAA 








: 式 ( 定 


Ms) 2” < 4E( 


EE 外 , t MD 在 [0,00) J 





M(™ ~ Mi)?. 











上 紧 一 至 收敛 (至 少 沿 
M2 是 闭 的 . 





.MY 以 | 收 全 于 M 
理 3.3.5(2)), 对 任何 t+ > 0， 














一 个 子 














程 4 称 为 是 增 过 程 (或 有 界 变 差 过 程 ), 如 果 4o = 0 


w E90, 轨道 t+ Ai(w) 是 单 








门 证 明 像 Brown 运动 一 





定理 3.4.2 


个 连续 


续 
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部 蒜 是 有 界 变 差 过 程 当 





且 仅 当 它 


样 ， 


一 个 非常 值 连 

















证 明 设 M 是 一 
Dr it 


日 9 
是 一 个 


























程 及 M 本 身 被 常数 KK 控 


Mo = 0, 故 有 


























MM 的 连续 性 ， 











虽然 连续 


质 使 得 我 们 可 


























依 概率 收 钱 于 4 则 称 X 


人 目 














之 nn}), 则 {TT,} 是 一 
具有 有 界 的 全 变 差 过 程 的 连续 


有 有 界 变 差 的 连续 局 部 款 . 
个 趋 于 无 穷 的 单 增 停 


局 部 款 . 因此 下 





Me Ms ee 


E sup; Me， — Mz,| 0， 故 





于. 对 任何 上 > 


记 了 是 




















0 及 











2 >》 (Ms,,, 





当 |A| 一 0 时 , supi |Mi,,, 一 Mi,| 一 0 a.s， 再 
恒 等 于 零 





BEM? = 0, 从 而 M 











局 部 款 一 般 没 
以 定义 关于 连续 
如 果 存 在 一 个 右 连续 随机 过 程 4, 使 得 : 
长 度 趋 于 零 时 , 对 任何 上 > 0, 平方 和 过 程 


























了 有 界 一 次 变 差 , 但 
识 的 随机 积分 .对 了 




















界 的 二 次 变 差 . 








0, 妇 上 的 


一 MD) 和 天， 


它 却 有 有 界 二 


co) 上 的 任何 变 细 























1 
日 等 于 零 . 


调 上 升 的 (对 应 地 , 凶 
续 间 


sup [Mi,,, 
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任意 的 适 











过 程 4 称 为 是 X 的 





次 变 差 , 而 且 这 个 性 
应 右 连 续 随机 过 程 X， 
的 分 划 A := {ti} 的 


E 有 限 区 间 上 





js 制 收敛 定理 ， 


:不 可 能 是 有 





M 的 全 变 差 过 程 , 定义 
时 列 , 而 且 停止 过 
面 我 们 不 妨 设 M 的 全 变 差 过 
任何 分 划 A = {4&}， 


程 MY” 











By 
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一 At |. 























:次 变 差 过 


程 , 写 为 (X). ( 当 我 们 说 A = {t;} 是 [0,co) 上 的 分 划 时 ， 
限 多 分 划 点 , 另外 t; 一 co.) 显然 
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总 约定 在 任何 t 前 只- 
































个 连续 





变 差 过 程 是 零 过 程 ， 


定理 3.4.3 








面 我 们 证 明 连 续 局 部 蒜 具 有 有 


设 M 是 一 个 连续 局 部 蒜 , 则 






































(1) M 




















(2) 其 二 次 变 差 过 程 (M) 就 


过 程 4. 

















定理 3.4.2 立即 推 吕 





证 明 ”唯一 性 


























TAS(M) 局 前 


常数 一 定 控制 








证 明 中 , 过 程 X 















































界 变 差 过 程 












































使 得 M? 一 4 成 为 连续 


界 的 二 次 变 差 . 











局 部 款 的 唯一 的 连续 





.现在 证 明 三 次 变 差 过 程 的 存在 性 . 
EE 如果 M 有 界 , 则 
i 避 Mi: 的 


任何 二 > 0, X 有 界 . 容易 验 订 
因为 M 是 万 



































， 故 对 伯 




















t>s 之 0, 存 在 有, 使 妇 <s<tiri, 故 
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即 M2 一 Ta(0M 
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E(M? 名 M3|Z,), 



































A” 表示 两 者 合 


论证 , 过 程 

















局 部 有 界 . 多 

















Et 设 M 是 - 


蒜 , 对 任何 








一 下 (Eee Muang) lg 十 下 ((M Ai = 
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3 Mntvs) |,) 


| 多,) 


个 局 部 有 界 连续 蒜 . 现 取 [0,o00) 的 任意 两 个 分 划 A 与 A” 


T4(M) -Ta4 (M) 是 局 部 有 界 连 续 款 , 故 


(TA(M) -Te 0 -Te (TIM) -TH (M)), t>0 
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是 局 部 有 界 连 续 蒜 且 容 易 看 出 


























TA (TA(M) -TS272 CO0))+274 (Ta (M)). 








下 面 我 们 验证 当 分 划 的 长 度 趋 于 零 时 , 等 式 右边 L1- 收 但 于 零 . 事实 上 , 设 { 世 }， fs 人 



































分 别 是 A, A” 的 分 划 点 , 再 记 ti := 好 入 t，si := sl 人 ,这 时 对 任何 , 存在 唯一 的 1 

















使 得 ti < sk < sk41 < titi, 因此 








TH,,(M) -TAM) = (Mss — Mi) — (Ms, — Ms,)? 
= (M。 — Ms,)(Ms,, + Ms, — 2M:,), 
从 而 
TA (TAM)) = 2 (Th,,(M) -THM)) 


< TA” (M) sup ;1 + Ms, 一 2 ) 
k 








Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 























(ETA (TA(M)] < EITA (M)]? :EE sup(M 








+ M。 — 2M',). 





Sk+1 




















现在 来 估计 E(TA(M))?. 用 C 表示 M 的 一 个 界 , 记 si := ti 人， 
































= 下》 (M。 -Ms) +2E 2 (Ms,,, — Ms)* (Ms,, 一 Ms) 
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即 它 被 一 个 与 分 划 无 关 的 常数 所 控制 . 
因此 由 有 界 收 敛 定理 推出 limj4|_,o ETA (TSA(M)) = 0, 故 


















































(TA(M)— TA (M))* =0, 


lim 
IA1,I|A'I— 0 


取 长 度 趋 于 零 的 一 个 分 划 列 {A;}), 则 {M2? 一 TA"*(M)} 是 NUN2 中 的 一 个 Cauchy 


C 


























列 , 由 定理 3.4.1, 它 在 .2 中 有 极限 . 因此 存在 一 个 连续 过 程 4, 使 得 对 任何 t > 0， 
TA"(M) 是 L? 故而 也 是 依 概率 收敛 于 4, 目 M? - 4 是 一 个 款 . 因 Tf"*(M)=0 

















a.s., 故 Ao = 0 a.s.. 另外 对 任何 上 > s steU Ai, 存在 充分 大 n, 使 得 





TA"(M) 之 TA" (M), 8.S.， 











因此 4 > 4。a.s… 由 4 的 连续 性 推出 4 是 一 个 增 过 程 , 由 唯一 性 , 4 与 A。 的 选 


















































择 无 关 , 故 定理 对 有 界 连续 摧 成 立 . 






























































个 局 部 蒜 , 取 其 一 个 局 部 化 序列 {T%}, 则 由 上 面 的 说 明 得 ， 





Cy A 















































招 ( 作 习题 ). 





;一 性 容易 验证 , 如 果 M 有 界 , T 是 停 时 , 则 (M7) = (M)”. 现在 设 





最 后 我 们 证 明 (M) 是 M 的 三 次 变 差 过 程 (说 明 上 面 借用 的 记号 是 合 开 


的 ). 大 


对 t < 荆 ,, 定义 (M), := (M7),, (实际 上 是 暂时 借用 记号 (M).) 上 式 说 明定 义 无 


歧义 , 容易 验证 (My 是 一 个 从 零 出 发 的 连续 增 过 程 且 M? - (M) 是 一 个 连续 





局 部 




















为 M 是 连续 局 部 款 , 故 存在 局 部 化 停 时 列 {7T,} 使 得 M7 是 有 界 连续 蒜 , 那么 





(M)” = (MT ) 对 任何 上 > 0, 当天 一 co 时 ， 


An ny 
TA*(M™)—— (M),". 


因此 在 ft <} 上 TA*(M) 了 (M),. 现在 任 取 。e> 0, 对 任何 n>1, 有 








lim sup P(|ITA* (M)— (M),| > 6 


k—o00 


< limP(TA*(M)— (> 6t<T,)+Pt>T,)= P(t > 7,), 
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而 limn P(t > T%) = 0, 即 TA*(M)-_(M),. 完成 了 证 明 . 



































由 定理 看 出 如 果 连 续 局 部 款 M 的 二 次 变 差 过 程 (M) 恒 等 于 0, 那么 M = Mo. 
对 任何 连续 局 部 款 M,N 定义 

















称 它 是 M,N 的 协 变 差 过 程 . 


2 Xint 


了 





Xi rt) (Yi,, 1At 一 








(M,N) := 7((M F N) 





自然 地 ， 对折 
到 Ai) 依 概率 收敛 卫 











列 简单 的 性 质 : 设 M,N,Mi, Ms 是 连续 局 部 蒜 ， 
(1) (对 称 性 ) (M,N) = (NA) 
(2) 如 果 a,5 是 常数 , 则 (aaMi + Ma N) = a(Mi,N) + b(M2, N); 








(3) 10 NP < 





由 此 可 以 看 出 ， 





(M)N). 





当 M,N 是 连续 局 部 蒜 时 ，(M, N) 是 满足 下 


(M — N)), 


Xs 





E 何 t+ > 0, 当 分 划 {4i} 趋 于 零 时 ， 
因此 二 次 协 变 差 有 下 








面 两 个 条 件 的 唯 





























的 连续 有 界 变 差 过 程 : (i) (M,N) = 0; (ii) MN 一 (M,N) 是 连续 局 部 蒜 ( 作 为 习 












































推论 3.4.1 


证 明 不 妨 假设 M,N 都 是 有 界 的 . 因为 MN 一 (M,N) 是 蒜 , 故 MTNT-(MN 
下 面 我 们 需 验 证 MTN7 - (M,NT) 是 款 . 或 者 证 明 





MT7N7IT-MN7 是 蒜 , 因 为 MN7 - (M,N7T) 是 蒜 . 对 人 有 





























停止 定理 ， 

E(MsNras) = E(NrAs1 
即 说 明 下 (MT7N7 - MNT7)s = 0, 推 
序列 容易 验证 . 
例 3.4.1 车 B= (Bm,.…. 





以 看 出 , (B 仆 ), = 二 


是 扶 就 是 够 了 . 事实 上 , 对 t+> 。， 








面 的 定理 在 局 部 化 时 是 非常 


设 M,N 是 连续 





、 





al 
Pals 





(MT,NT) = (M,N) = (M,N”). 

















下 面 我 们 证 明 


[dl 


























EE 要 的 . 


了 蒜 , 工 是 停 时 ,， 则 


EUMs| 多 rAs) = 


H MTN7 - MNT 是 黄 . 





























) 























FE 何 有 界 停 时 9， Doob 
(NTAsAMrAs)， 
般 情 况 利 用 局 部 化 



































, BC) 是 d- 维 Brown 运动 , 则 从 定理 2.6.3 的 证 明 可 

















当 j 关 7 了 时, (BY BD)) = 0. 只 需 验证 BB 


扶 性 与 独立 性 得 


E(B B-BOY BIF,) = E(B ~ BO)(B ~ BI)IZ,) 
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= El(B() ~ B®)(B ~ BH) = 0. 








此 (已 人 ,已 人) 一 jt. 

- 般 地 ,如果 M,N 是 独立 的 连续 局 部 蒜 , 则 (M,N) = 0. 这 里 不 妨 设 它们 是 
有 界 蒜 来 证 明 , 读者 可 自己 用 局 部 化 方法 证 明 一 般 情 况 . 上 面 的 方法 是 没有 用 的 , 因 
为 一 般 的 鞭 没 有 独立 增 量 性 , 因此 我 们 用 定义 来 验证 . 设 A = {ti} 是 [0,4] 的 划分 . 
苇 性 与 独立 性 ， 



























































































































































2 
(5 Mi Mi,_,) (Ni WE me )) 二 5 > (Mi, Ey Ms, ,) (Ns, Ni,_,) 


i i 





< BETA (M) sup(N:, > Ni 





八 





VC (M))? :Esup(N:, — Ni,_,)4. 





















































Pc 一 





定理 3.4.3 的 证 明知 道 E(TA(M))? 被 一 个 与 A 无 关 的 常数 控 币 连续 性 第 
二 项 极限 为 零 , 故 M,N 在 A 上 的 协 变 差 的 极限 是 零 , 即 (M,N) = 0. | 
设 M 是 连续 局 部 款 , 写 M2 = (M? 一 (M),) 十 (M),, 即 M2? 可 唯一 分 解 为 

个 连续 局 部 扶 与 一 个 连续 增 过 程 的 和 . 这 个 结果 是 著名 的 Doob-Meyer 分 解 的 一 个 
特例 . Doob-Meyer 分 解 是 说 一 个 右 连 续 下 对 可 被 唯一 地 分 解 为 一 个 右 连 续 诸 与 一 
自然 增 过 程 的 和 , 它 是 现代 随机 分 析 的 基石 . 
下 面 , 我 们 将 利用 连续 局 部 抠 具 有 有 界 二 次 变 差 的 事实 建立 随机 过 程 相 对 于 连 
续 局 部 款 的 随机 积分 理论 以 及 极其 重要 的 It6 公式 . 先 证 明 一 个 关于 积分 的 不 等 式 . 
设 fF,G 是 [0,co) 上 递增 右 连续 函数 , a 是 右 连续 函数 , 满足 对 任何 t+ > s > 0， 




































































人 






























































lag = a(S < (Ft) — F(s)(G(t) - G(s)). (3.4.1) 











容易 验证 a 在 任何 有 界 区 间 上 是 有 限 变 差 的 且 其 全 变 差 函 数 同 样 满足 (3.4.1). 让 我 
们 来 证 明 下 面 不 等 式 成 立 . 
引 理 3.4.1 设 f,g 是 [0,00) 上 可 测 函 数 , 那么 




















/ii (J eer ra (3.4.2) 
i 
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洒 





其 中 |da| 表示 a 的 全 变 差 诱导 的 测 


证 明 因为 全 变 差 函数 同样 满足 (3.4.1), 故 不 妨 假设 a 递增 且 我 们 只 需 验 证 对 任何 





























t>0 及 有 界 的 访 9, 有 


| lie < (f ap LU rac] ， (3.4.3) 





首先 假设 f,g 是 [0, 如 上 阶梯 函数 ,， 即 

















f= Holto} + Hil(ow] t+ + Hnle, bo]， 


g9= Koltoy + Kilcoa]t + Knle, ba] 









































其 中 厂 ;, K; 是 常数 . 由 给 定 的 条 件 并 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 到 
f lrglae = 5 IKil(e(t) -at 
0 i=1 
< DHKiVF(t) — F(t i)VG(ti) -GO 1) 
Ll 


加 


( K?2(G(ti) 一 ot) 








若 是 [0,t] 上 有 限 测度 , 那么 有 界 连续 函数 全 体 在 L?(4) 中 笛 . 因此 阶梯 函数 也 
































ZL?(K) 中 稠 . 对 fe LY(dF), ge L*(dG), 取 阶梯 函数 列 fi 一 f, gn 一 9g ( 依 各 上 





























范 数 ), 那么 da 儿 乎 处 处 地 fg 一 fg9 (或 者 一 个 子 列 ). 因此 由 Fatou 引 理 ， 





t t t 3 t 3 
| |fglda < mm / |fngnlda < lim (/ Pa U oaG 
0 Nn 0 nn 0 0 
» 
= (/ ap 0 9 sae) 
”0 0 


完成 了 不 等 式 (3.4.2) 的 证 明 . 
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个 满足 通常 条 件 的 流 . 如 果 4 是 一 




















为 [0, 00), (多 1) 是 概率 空间 上 的 


设 时间 集 
寸 程 , 则 我 们 依 轨道 定义 


个 有 界 变 差 过 程 , K 是 可 测 过 


Ka4) (w) =/ Ks(w)dAs(w), tz0,we€nQ, 
0 0 
过 程 , 简 记 为 K . 4. 




















常 意 义 下 存在 .二 一 / KdAh 也 是 有 界 变 闭 





只 要 右边 的 积分 在 通 
面 的 不 等 式 称 为 Kunita-Watanabe 不 等 式 . 


下 二 
定理 3.4.4 (Kunita-Watanabe) 设 M,N 是 连续 局 




















部 蒜 , 五 ,K 是 可 测 过 程 , 则 








i (M,N H2d(M J K?d(N)! . (3.4.4) 
A / 


0 


证 明 记 
(M,N)' := (M,N), — (M,N),, t>s. 

由 二 次 变 差 的 定义 及 初等 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 容 易 验 证 

(M,N)'|? < (M)'(N)' a.s.. 








等 式 (3.4.2) 推 出 对 几乎 处 处 地 , 下 面 的 不 等 式 成 立 : 





因此 由 不 和 


和 IHKI|IdM, N)| I H*d(M 让 Er eat (3.4.5) 


Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 我 们 便 得 到 著名 的 Kunita-Watanabe 
























































对 此 不 等 式 再 应 


不 等 式 
1 
3 


ef IHKI|IdAM, N)|<E (f- Hra(M) ) | 《人 Kra(N) ) 


0 














< (sf an) | (ef era) 因 














完成 了 证 明 . 
现在 让 我 们 


右 连 续 蒜 M 

















HH? 表示 满足 条 件 Mo = 0 与 supywo EM? < co 的 右 
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全 体 . 设 M e H?, 则 |M| 是 非 负 下 款 ， 








Esup M2? < 


i>0 








因此 M 是 一 致 可 积 的 , 故 容易 证 明 Mw 
处 收敛 极限 都 存在 , Me。 是 平方 可 积 的 























Doob 不 等 式 





4sup EM?. 


t>0 











:= lims_ ,wo Mi 作为 -收敛 极限 与 几乎 处 








Mi 二 EE(Mow|F1). 给 及 ?2 装备 范 数 





IMla: := [EM%]?, 


内 积 为 
(0, 多 ,P) 之 间 的 等 距 同 构 . 


M,N)p? : 


(Mw, Noo Ls 



































EM2 . 











那 











么 (Mi) mm Mew 实际 上 建立 了 H? 与 
再 定义 (M 
H? 表示 有 HH? 中 的 连续 过 程 全 体 . 参照 定理 3.4.1, 我 们 有 下 面 的 结论 . 


)。、 := lim oo (M)， 那 么 E(M)、 
































-个 Hilbert 空间 





定理 3.4.5 “万 2? 是 


固定 M e 巨 2. 记 ?2(M) 是 满足 














2 
IK lL) :一 





的 循序 可 测 过 程 全 体 . 在 这 里 , 如 果 I[K -天 = 0, 我 们 记 K = K.. 








GE 多 [0,co) x 多 ,定义 


及 是 了 HH? 








Km)(G) 3 





则 pm) 是 (Rj x9,B(R1) x F) 上 


过 程 组 成 的 子 空间 , 容易 验证 L?(M) 是 











的 财 子 空间 . 


和 | Kd(M)<% 
0 


对 任何 


和 大 led(M), 


的 测度 . 而 ?7(M) 是 L?2(pcwm)) 中 循序 可 测 
闭 的 ,内 











此 它 也 是 Hilbert 空间 . 注意 无 论 











M 是 什么 , 有 界 





定理 3.4.6 设 





L?(M) 到 五 ? 的 等 距 嵌 入 . 














证 明 ”唯一 性 




















9(N) := 

















] Kunita-Watanabe 不 等 式 ， 





的 左 连 续 或 右 连 续 适 应 过 程 全 体 是 总 是 L?(M) 的 子 集 . 
M € HH2, 则 对 任何 K e L?(M), 在 H2 中 存在 叭 
K . M, 满足 对 任何 N € H?2, (K .M,N)= K.(M,N), 


是 显然 的 (参考 习题 ). 我 们 利用 Riesz 表示 定理 来 证 














的 元 素 , 记 为 
映射 KK 一 .MM 是 






































明 存在 性 . 





令 














. Kd(M,N), Ne H?. 
0 
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i 
多 


pl< (Ef xzaox)) EN)。 = 1K hn NI 

















因此 gp 是 Hilbert 空间 2 上 的 有 界线 性 泛 函 . 由 Hilbert 空间 上 的 Riesz 表示 定 
理 , 存在 唯一 的 元 素 , 记 为 K . M ,使 得 






























































> Kd(M,N) = E[((K.M)w Nw],N eH?. 









































现任 取 有 界 停 时 了 , 在 上 式 用 N7 代替 N, 由 推论 3.4.1 得 














E[(K . M)r Nr] = EI(K : M)w N17] 











Doob 有 界 停止 定理 知 (K .M)N 一 K.(M,N) 是 甘 , 故 (K .M,N)=K.(M,N). 


男 外 ， 





















































IK. MI»: = E(K .M)’, = ef Kd(M,K .M) 
0 





= E(K?.M), M» = e/ K?d(M) = |K sy): 
0 

















故 映 射 K 忆 K . M 是 等 距 嵌 入 . 
下 面 列 出 映射 KK 局 KK .MM 的 两 个 重要 性 质 , 它们 是 定理 3.4.6 中 唯一 性 的 直接 


推论 , 读者 可 自行 证 明 . 






























































推论 3.4.2 设 Me 万 2. 
(1) 如 果 K€ I2(M), HE LL?(K.M), 那 么 HK EeE LM)HH.(K.M)= 




















(HK).M; 
(2) 如 果 K e L?(M), TT 是 停 时 , 那么 


(K:.M) =K.:M ”=K”.M = Klor:M. 


定义 3.4.1 设 M eH?, K e 2(M), 则 随机 过 程 K .MM 称 为 是 天 关于 M 的 

















(1) 上 面 随机 
中 , 因此 我 们 

(2) 定理 3.4. 
机 积分 . 


























要 拓展 随机 积分 的 定义 ,我 人 
j L2.(M) 表示 满足 存在 趋 于 无 穷 的 停 时 列 {Tu}, 使 得 

















Mo = 0. 


的 循序 可 测 过 程 天 的 全 体 . 对 Ke 





虽然 我 们 已 经 








6 只 是 一 个 存在 唯 


随机 积分 , 也 写 为 | KdM 或 方 天 dM 


作为 圭 点 的 值 . 






































定义 了 随机 积分 , 但 还 需要 做 两 件 事情 : 
职 分 中 对 M 及 K 要 求 
需要 拓展 随机 积分 的 定义 范围 ; 








的 条 件 太 苛刻 , 例如 Brown 运动 不 在 H2 
































性 结果 , 我 们 需要 找到 一 种 


体 方法 来 计算 随 








自然 




















i] 局 部 化 的 方法 . 











设 M 是 连续 局 部 蒜 ， 





了 nm 
ef Kd(M)<%,n>1 
0 


loc 


(M), 我 们 可 取 趋 于 无 穷 的 停 时 列 {Z }, 使 得 




















对 任何 n, M7?* 是 有 界 连 续 款 且 K e L?(M™"). 后 面 总 是 取 这 样 一 个 局 部 化 序列 . 


定理 3.4.7 


蒜 , 记 为 玉 .AM ,使 得 


设 M 是 连 旨 











局 部 蒜 , Mo = 0, K e L2,.(M), 则 存在 唯 











的 连续 局 部 



































.对 任何 连续 局 部 蒜 N, 有 





(K .M,N)= K.(M,N). 











证 明 唯一 性 




















同 定性 








E 3.4.6 的 证 明 类 似 方法 








取 局 部 化 序列 





EE 出. 为 证 明 存 在 性 











{T 因为 MT e H?, K€ 2(M"™*), 故 KK.M" 有 意义 .定义 


























推论 3.4.2， 





























N 的 局 部 化 序列 ， 





(K:M)i:= (区 .MT 拟人. 


首先 要 证 明定 义 无 上 收 义 . 即 验 证 





t < TT, 时 , (K . M™): = (K .: M™"+t!1),. 由 


(K-:M™)™ =(K.M™)= (区 Mt) 


其 次 由 于 7 趋 于 无 穷 , 上 式 对 任何 t< co 
现在 (K .M)"*=K.M’" 是 缺 , 故 KK .M 是 局 部 蒜 . 另外 不 妨 设 {T,} 也 是 


(K :M,N)™ = (K.MT™,NT™) 

















因此 (K .M,N) 


对 连续 





则 过 


程 K 称 为 是 


= 天 (MT NT)= 
=K. 
同 部 靳 M, 在 右边 有 意义 时 ,定义 K.M := K- 
果 存 在 递增 赵 





(M,N). 





三 





界 的 ， 如 

















"nm 是 


. 左 连 





续 适 应 过 





论 


引 


那么 


| 理 3.4.2 设 














随机 
S 








么 











我 们 先 证 明 如 果 (到 ) 是 款 
. 事实 上 , 容易 验证 EY 是 适应 的 , 然后 人 





中 只 














SAE 

















不 妨 设 M 
是 蒜 ， 另 外 对 





ENV — (Y, N), 


(£Y, N) = &(Y, N) = 

















嵌 





可 界 过 程 . 


局 部 


了 界 的 概 














程 


定 是 局 部 有 界 上 
了 几乎 所 有 我 们 感 兴趣 的 随机 过 程 , 而 








念 与 M 无 关 ， 
的 . 
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K.: 








(M — Mo). 
F 无 穷 的 停 时 列 {Th,} 使 对 人 





另外 局 部 
现在 随机 积分 定义 














了 界 过 程 
的 区 


EA 

















推论 3.4.2 中 的 性 质 1 














随机 积分 的 计算 方法 . 














定理 3.4.7 的 唯 


M 


(Di 
d=1 i=1 


职 分 的 线性 


(ab] “MM 


此 5Y 是 连续 蒜 . 


有 界 ， 


是 连 


) 也 是 





续 局 








连 














性 
= €(M 














I 
ye Yi|F,) 
\ 


EE (YF,) 


那么 M? 


和 先 考 虑 简单 





司 部 扶 , 0 二 to < <.… 





一 AM?") 就 


M* 是 a 前 等 了 





正明 如 果 b>a> 
为 过 程 El 是 左 连 纪 


的 阶梯 过 程 情 况 

















< tn 


0, 是 
足够 了 . 因 

















E(EY,|Z,) = 





A = &€Y,, 














连续 蒜 , 从 而 





性 




















准 出 结论 正确 . 
里 中 的 被 积 过 程 称 为 是 阶梯 过 程 ， 


任何 N € 万 2， (YeNs (Y, N),) 


és((M 


N) — 


— M™-!). 


- 定 在 


万 然 成 立 . 


(M,N))™ 














一 个 循序 可 
F 何 nn， 


有 的 


loc 








(M) 


围 已 经 足够 大 , 包括 


下 面 我 们 讨 


Fi,, 0<i<n, 








多 。 可 测 的 有 界 随 机 


当 t < a 时 为 0, 或 简单 地 说 a 前 等 
Ef 取 t>s> 





此 




















(M,N)") = 

















《la ， 








适应 的 ， 





0, 有 


出 E(M? 


于 零 的 款 , 那 


Em M") 


的 蒜 , 因此 上 一 

















说 明 阶 梯 
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过 程 的 随机 积分 的 计算 方法 . 下 面 的 定理 说 明 人 至 少 左 连续 适应 过 程 的 随机 积分 可 以 
类 似 于 Riemann 和 的 方法 计算 . 
































定理 3.4.8 设 M 是 连续 局 部 蒜 , {K(™} 是 逐 点 收 勾 于 零 的 局 部 有 界 过 程 列 并 且 
被 一 个 局 部 有 界 过 程 K 控制 , 则 (K(W.M) 在 任何 有 界 区 间 上 依 概 率 一 致 地 收敛 到 
零 . 特别 地 , 如 果 K 是 左 连续 适应 过 程 , 则 对 任何 上 > 0, 当 [0, 避 上 的 分 划 A = {ti} 
的 长 度 趋 于 零 时 , 随机 积分 (K . M); 是 Riemann-Stieltjes 和 





















































>, Ki, (Mt,,, < Mr. ) 











依 概率 收敛 的 极限 . 
证 明 ”我 们 先 假设 K 和 M 是 有 界 过 程 . 这 时 KW" e L?(M) 并 Lebesgue 控 












































3 
制 收敛 定理 , 它 按 52.(M) 中 的 度量 收敛 到 零 . 因 随 机 积分 是 连续 映射 , 故 KM 
安 也 2 中 的 度量 收 敏 于 零 , 然后 Doob 持 不 等 式 推出 (K( . M) 在 任何 有 界 区 间 上 
依 概率 一 致 地 收敛 到 零 ， 

一 般 地 , 我 们 只 需 证 明 对 任何 过 程 列 Xo)， 如 果 存 在 趋 于 无 穷 的 停 时 列 { 
使 得 对 任何 有， (XC))m 在 有 限 区 间 上 依 概率 一 至 地 收敛 于 0, 那么 和”) 也 在 有 限 
区 间 上 依 概率 一 致 地 收 系 于 0. 事实 上 , 对 任何 e > 0， 




























































































P( max |X(™|>e) < Pmax | 和 | > eT >t)+P(T, <t) 
sE€E[0,t] sE[0,t] 


<P(max |(X™)T| > ce) +P(T, < tt), 
sE€[0,t] 














lim sup P( max IX(™)| > e) < P(T < tt). 
nn sE[0,t] 


? 


而 Th 个 十 0, 故 有 lim 了 (maxseloa | 六 ("| > e) = 0. 


对 后 一 个 结论 , 因为 K 左 连续 , 故 K 是 阶梯 过 程 列 





KS = Koltoy + 2 Ke lo, 1 
二 二 











的 儿 乎 处 处 收敛 的 极限 , 因此 结论 是 定理 3.4.2 与 上 面 结论 的 推论 . 
此 定理 在 实际 的 计算 中 是 非常 有 用 的 . 
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例 3.4.2 设 M € H2, 我 们 来 计算 它 关于 
不 妨 设 M 是 有 界 的 , 则 M € LZ.(M). 令 





Re Dt 


k>20 


a k 2 
那么 对 上 之 0, 如 果 我 们 写 tn,k :二 py 入 也 则 存在 NN, 使 得 tn,N-1 tn,N = 故 



















































































t 
KWaM = >》 Mi,, (Me, — Mi,,) 
a k=0 
N-—1 N-1 
二 >, Mi, x Ms, k+l1 > bp Mz k 
k=0 k=0 
N-1 ] N-1 NN 二 
= > M2 + DM? -M+ Me 
k=0 k=0 k=0 
N—1 
be (M? MID) 2 > (Ms: k+l Mi, .)? 
k=0 
上 一 节 的 结果 , 当 n 一 oo0 时 ， 
"t L2 
KdM (Mi — M¢? — (M),), 
0 
对 此 
各 
| MAdM = M? — M2 — (M),. 
0 
可 以 看 出 M? 一 (M) = Me 十 2M .MM, 明确 地 给 出 了 M? 的 Doob-Meyer 分 解 中 的 
鞭 部 分 ， | 
为 了 符号 和 叙述 的 方便 , 下 面 我 们 引入 半 款 的 概念 . 
定义 3.4.2 ”一 个 连续 适应 过 程 X 称 为 是 一 个 连续 半 款 , 如 果 它 可 以 写 为 X = 
M+4 的 形式 ,其 中 M 是 连续 局 部 蒜 , 4 是 连续 的 有 界 变 差 过 程 . 
因为 我 们 总 要 求 一 个 有 界 变 差 过 程 从 零点 出 发 , 因此 一 个 连续 半 鞭 X 的 如 上 










































































分 解 是 唯一 的 , 称 为 是 X 

















分 . 由 定义 和 Cauchy-Schwarz 不 等 式 不 难 验 订 











的 半 摧 分解, M 是 X 的 蒜 部 分 , 4 是 X 的 有 界 变 差 部 








身 的 随机 积分 M . M. 由 上 面 的 论述 ， 

















FE 连续 半 持 X 有 有 界 二 次 变 差 ， 
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(X) = (M). 类 似 定义 两 个 连续 半 款 X,Y 的 协 变 差 过 程 (X,Y), 它 是 协 变 差 和 的 依 
概率 收敛 的 极限 . 设 过 程 K 是 局 部 有 界 的 , 则 可 自然 地 定义 KK 关于 连续 半 蒜 X 的 
随机 积分 : 





























K.X:=K.MI+K.4, 




















其 中 = 二 M 十 4 是 半 默 分解, K 关于 4 的 积分 K .4 是 通常 意义 下 的 按 轨 道 的 
Stieltjes 积分 . 显然 KK .X 也 是 一 个 连续 半 款 , 上 式 恰 是 其 半 蒜 分 解 . 当 K 是 左 连 
续 过 程 时 , 定理 3.4.8 的 Riemann-Stieltjes 和 及 其 收敛 定理 仍然 成 立 , 即 (K .和 X)， 


是 Riemann-Stieltjes 和 





























> 天 (Xe At XiAt) 


依 概率 收敛 的 极限 . 

引入 半 园 的 一 个 最 大 的 方便 之 处 是 半 缺 在 许多 通常 的 运算 下 是 封闭 的 , 例如 两 
个 连续 蒜 的 乘积 一 般 不 是 连续 款 , 下 面 的 定理 也 称 为 随机 积分 的 分 部 积分 公式 , 说 
明 连 续 半 蒜 的 乘积 仍然 是 连续 半 蒜 . 
































定理 3.4.9 设 X,Y 是 两 个 连续 半 款 , 则 





XY = XoYo + X.Y+Y.X+ (X,Y). 

















证 明 ”实际 上 , 上 式 是 由 其 特殊 形式 











t 
ee XdX + (X) 
0 





极 化 推出 . 而 对 [0, 二 上 的 有 限 分 划 A = {ti}, 有 恒等式 





Ki, Xi) = XX? Xo 2 RCR 一 Xt,). 


i 





kk 





分 划 的 长 度 趋 于 零 时 , 立即 得 到 上 面 的 公式 . 
当 X 或 了 是 连续 有 界 变 差 过 程 时 , 我 们 得 至 















































I 通常 的 分 部 积分 公式 
































XY = Xo + X.Y+Y.X. 











下 面 我 们 来 证 明 著 名 的 It6 公式 , 它 说 明 连 续 半 蒜 与 一 个 C? 函数 复合 后 仍然 








bau 
[es 
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续 半 加 


定理 3.4.10(It6) 设 X= (XI ，,X9?) 是 连续 半 著 ,Fe 0?(R"), 则 











OF yl O02F 
XX):X' 二 一 


2 CO CO) 


F(X) = F(X0) + >, 





























证 明 ”这 里 我 们 不 妨 只 证 明 qd = 1 的 情况 . 设 Fe C?(R), X 是 连续 半 款 ,要 证 明 





F(X)= F(X0) + F'(X):.X+ SP"(X) 3 


























和 





A 





定理 3.4.9, 用 归纳 法 容易 验证 , 对 n > 1, 有 





1 
X" = Xr+NnX" 1.X+ an(n 1" ,XY. 




















因此 由 随机 积分 的 线性 性 , 定理 当 FF 是 多 项 式 时 成 立 . 用 已 运用 多 次 的 局 部 化 的 方 
法 , 我 们 可 以 设 X 是 一 个 被 常数 K 控制 的 有 界 过 程 . 这 时 存在 多 项 式 序列 {下} 
在 闭 区 间 [-K,K] 上 依 C2(R) 上 的 范 收 敛 于 Ff, 即 机， 已 FT7 分 别 一 致 收敛 了 
,FF',，F", 然后 由 随机 积分 的 收敛 定理 3.4.8 推出 It6 公式 对 下 成 立 . 

It6 公式 在 随机 分 析 中 的 重要 性 是 无 论 怎么 说 都 不 会 过 分 的 , 它 可 与 Newton- 
Leibniz 定理 在 微 积分 中 的 重要 性 相 媲 美 . 





























nh 




























































































注 1 通常 我 们 写 dY = HdX 代表 和 一 巧 = 瑟 .X, 即 














w=n+/ Hax, 
“0 
则 It6 公式 可 写 为 


dF(X)= F(X)dX + SF"(X)d(X), 





故而 此 公式 也 称 为 链 法 则 . 
下 面 的 定理 是 Dolean-Dade 指数 蒜 公 式 的 特殊 形式 . 


























定理 3.4.11 (指数 蒜 ) 设 M 是 连续 局 部 歉 , 则 对 任何 常数 a， 





a2 


EG°(M): := exp {em 一 um),) 
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是 一 个 连续 局 部 款 . 
当 a=1 时 , 写 61 为 @. 
2 or 1602F : Ee 
证 明 令 F(z,y) := exp(az y)， 则 - 运用 注 1 中 高 维 It6 
Oy 2 Ox? 
公式 ， 
6°(M): = F(M', (M),) 
芝 
三 Fo (Mo) +o 下 (Ms (M).)dM, 
0 
/oF 102F 
| / ( | ) (M, (M))d(M). 
Jo \Oy 29x? 
因此 8*(M) 是 连续 局 部 蒜 . 
OF 102F 
Oy 2p6z2 | 
则 所 (M, (M)) 必 是 一 个 局 部 蒜 . 
注 3 从 上 面 的 证 明 还 可 看 出 6*(M) 实际 上 是 随机 微分 方程 
dX =aXdM 


的 一 个 解 . 对 连续 半 款 X, 同样 定义 BE“(X), 则 同样 有 


,四 = EG°(X 


t 
0 +of Ce (和 X)dX. 


0 








下 面 

















Lévy 的 关于 Brown 运动 的 文 


论 





























| 画 定 理 胡 














F 多 场合 下 的 有 用 的 . 
标准 








定理 3.4.12 (Lévy) 一 个 从 零点 蝇 








四 


发 的 适应 的 连续 qd- 维 过 程 X 是 qd- 给 EF 

















Brown 运动 当 


























证 明 设 X 是 连续 局 部 蒜 且 有 (X*， 
对 任何 & € 及?， 

exp {i 
是 连续 局 部 款 . 同 理 , 对 任何 n> 1， 











且 仅 当 X 是 连续 局 部 鞭 上 




















对 任 


7 = €p,jt, 则 运用 It6 公式 如 定理 





本 1<ij<d, 有 (X*, XI), = et. 




















x) + IePt} 
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1 
exp i(éy ean} tt =|é| (tAn) 
2 











是 连续 局 部 蒜 , 因 它 是 有 界 的 , 故 它 是 一 个 鞠 . 现在 对 任何 s < t, 4A & 多 ,, 取 n 使 得 


t < n, 我 们 有 















































此 推出 Xi, 一 X。 独立 于 多 。 并 具有 方差 为 t 






































It6 公式 有 一 个 局 部 形式 , 称 为 局 部 It6 公式 , 也 是 很 有 














[1A exp {i(é€, Xs — Xs))] = P(A) exp (= E: 9】 


s 的 Gauss 分 布 , 即 X 是 Brown 























的 . 设 D 是 R14 的 














-个 区 域 , ¢ 是 连续 半 抽 首 次 离开 D 的 时 间 , 或 D° 的 首 中 时 . 如 果 F € C?*(D)， 








那么 定理 3.4.10 中 的 It6 公式 对 t <C 时 成 立 . 





1 
Dr = {x :d(z,D°) zz —},7, := int{ft >0: X: 
nN 





























证 明 也 是 利用 局 部 化 的 方法 . 设 








其 中 q 是 Euclid 距离 , 那 





Da 





么 吉 1C, Xm e DCDD. 因为 对 任何 n, Flp, 总 可 以 扩张 为 Re 上 的 C? 函数 , 故 














F(X™)= F(X0) + F(X™).X™+ FF"(X™) . (X™). 








即 推出 It6 公式 在 [0,74] 上 成 立 , 也 就 是 在 [0,C) 上 成 立 . 














例 
故 由 局 部 It6 公式 , 当 t < Th 时 , 有 


3 















































1. 设 M 是 连续 局 部 款 . 证 明 : 
(1) M = Mo 当 且 仅 当 (M) = 0; 
(2) M = Mo 当 且 仅 当 对 任何 连续 















































3.4.3 ”让 我 们 验证 例 3.3.1 中 及 (B) 是 下。 局 部 款 的 断言 . 因为 (Bi, B)) = 6 


局 部 点 N, 有 (M,V) = 0. 
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10. 


Ll 


. 设 Z 是 


. 设 B 是 标 ? 


. 设 B 是 标 闪 











. 设 是 [0,1] 上 的 值 域 为 至 多 可 列 集 的 右 连 续 函 数 , 那么 f 是 有 界 变 差 的 当 
仅 当 Dj|Af(t)| < co, 而 上 


























Af(t) = f(t) — f(t—). 





有 界 二 次 变 差 当 


















































仅 当 |Af(DPR < ce, 其 中 








. 仿照 二 次 变 差 的 定义 , 对 任何 p > 0, 称 随机 过 程 X 有 有 界 p 次 变 差 , 如 果 








当 分 划 长 度 趋 于 零 时 , 2 |X ,nt 一 Xintl? 依 概率 收敛. 记 p 次 变 差 过 程 为 


V?(X). 





{(X) >0} ,Vi 


环 ) = oo. 





. 设 久 是 一 个 平方 可 积 款 且 有 平稳 独立 增 量 量 Xo = 0, 证 明 : (X), = 上 





. 设 M 是 连续 局 部 蒜 
































E(Br - Bs)? = 





ul 
艇 
次 
ll 
nk 


























Mo = 0, 如 果 




















部 蒜 . 





设 X 是 连续 局 部 蒜 , 证 明 : 对 p>2,VYz(X)=0; 对 0<p<2, 则 在 














aX2. 





(M), 可 积 , 证 明 : M 是 Doob 著 . 
9 界 随 机 变量 , 4 是 从 0 出 发 的 有 界 连续 增 过 程 . 证 明 : 














4l=e lf 





(Z|F1)]dAr | . 








住 Brown 运动 , S$,T 是 两 个 可 积 停 时 


E(B+ 一 
































.5S <T. 证 明 : Br 平方 可 积 且 








B2)= E(T - 5). 

















证 明 : M? 

















有 有 界 

















(7), = 4 Mea), 


E Brown 运动 , X 是 独立 于 B 的 正 随 机 变量 . 





令 ML := Bix, tz 0, 


(多 ;) 是 一 个 使 得 M 适应 的 满足 通常 条 件 的 流 . 


(1) 证 明 : 
(2) 计算 (M); 





M 是 (F) 

















局 部 款 


a=! 
已 无 








-个 蒜 当 且 仅 当 EX < eco; 


(3) 将 结果 推广 到 Mi = Ba,, 其 中 4 是 一 个 独立 于 B 的 从 0 出 发 的 连续 增 过 程 . 


设 M 是 有 界 默 , 4 是 增 过 程 , 验证 : 









































t 
:| MdA, = 
0 


-个 下 提 X 是 类 (DL) 的 , 如 果 对 任何 t 

















MA. 





之 0， 随机 变量 族 {Xtinar A S} 是 - 





致 可 积 的 , 其 中 5 是 所 有 (多,) 停 时 . 证 明 : 


12. 设 


13. 


14. 


15. 


16. 


7 


18. 


19. 
20. 
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(1) 款 一 定 是 类 (DEL) 的 ; 
(2) 类 (DEL) 的 局 部 款 是 蒜 ; 
(3) 非 负 下 蒜 是 类 (DEL) 的 . 


AM 是 连续 局 部 质 , Ke L?(M),E 是. 











f exam = Kam. 





(Wald 恒等式 ) 设 B 是 标准 Brown 运动 . 
(1) 如 果 了 是 可 积 停 时 , 证明: EBr = 0, EB4 = ET; 
(2) 设 T, 是 b 的 首 中 时 , 证 明 : ET, = oo. 


设 M,N 是 连续 局 部 默 , K E L? 









































(M)NL? 


loc 





loc 


aK .M+0K:N,a,bve€eR. 


设 M 


证 明 : 


问 左 连续 适应 过 程 是 否 局 部 有 界 ? 





是 连续 局 部 款 . 证 明 : 局 部 有 界 过 程 在 L? 


ioc (th 


连续 适应 过 程 是 局 部 有 界 的 . 举例 说 明 右 连续 适应 过 程 不 一 














4) 中 . 






























































设 M € H2. 证 明 : 阶梯 过 程 全 体 .如 在 L?*(M) 中 稠 . 使 用 这 个 结论 通 


过 程 来 定义 随机 积分 . 
用 归纳 法 验证 : 对 连续 半 款 X ,有 


2 
没 X， 























t 1 t 
Xr = Xr+ | Xn" 1dX 十 a(n jy X"- 2d(X). 


0 0 





Y 是 两 连续 半 鞠 , 在 什么 条 件 下 , E(X+Y)= 6(X)E(Y)? 


Y 是 两 个 连续 半 园 , 定义 














XoY : = XY + 7 (XY). 


它 称 为 六 关于 了 的 Stratonovich 积分 , 也 记 为 /XodY. 


(1) /XodY 是 和 式 


Da 





n Xi, 蒜 Xi, 
Xs (Yt, 一石) 





分 划 0 = to <H,… < t= 二 tt 的 长 度 趋 于 零 时 依 概率 收敛 的 极限 . 


(2) 证 明 : XY ~ XoYo = XoY + YoX. 


多 。 可 测 随机 变量 . 证 明 : 对 二 > s>0， 


(N), 证 明 : K .(aM +bN) = 


定局 部 有 界 . 
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21. 设 M 是 连续 局 部 蒜 使 得 测度 d(M), 几乎 处 处 与 Lebesgue 测度 等 价 , 证 明 : 存 
在 循序 可 测 过 程 V 和 Brown 运动 B, 使 得 
t 
Mi = Mo 十 VsdB,. 
0 
22. 设 B 是 1- 维 Brown 运动 , K 局 部 可 积 . 那么 X = KB 是 连续 局 部 靳 . 用 K 
写 出 时 间 变 换 m, 使 得 X; 是 Brown 运动 . 验证 X 是 +- 连 续 的 . 
23. 设 M 是 实 连续 局 部 蒜 , 证 明 : M 在 {supy M < co} 上 几乎 处 处 收 钱 . 
24. 单 连通 区 域 DCR? 上 的 函数 上 是 调和 的 当 且 仅 当 对 任何 ze D, f(B7) 是 























了 P*- 识 , 其 中 B 是 标准 Brown 














8$3.5 


这 一 节 中 , 我 们 将 继续 讨论 半 摧 与 随机 积分 的 一 些 届 
F 的 流 ， 令 多 p= o(U,>o 1). 








是 











上 的 满足 通 














率 空间 , (多;) 


党 条 们 





运动 ,7 是 D° 的 














中 时 . 














Girsanov 公式 与 靶 表 示 





对 增 过 程 4, 我 们 定义 4 的 右 连续 逆 


Tre: 


inf{s : 


4。> +t}, tz0, 





E 质 . 设 (0Q, 多 ,P) 是 一 个 概 


则 (~) 是 增 的 右 连续 的 一 族 (多 4)- 停 时 . 当 4 连续 时 , A; = 令 久 := Fi,t>0， 





那么 4, 是 (多 ,)- 停 时 . 
间 变 换 . 实际 上 , 实 
lims_, os As = oo, 或 者 说 : 
是 如 果 没 有 这 个 假设 ,下 而 


般 地 ， 






































设 X 是 (多 i) 循 























个 增 的 


际 变换 与 增 过 程 是 一 一 对 应 的 . 为 了 简 自 




















称 

区 是 连续 的 . 下 面 引 理 的 证 明 留 作 习题 . 
引 理 3.5.1 设 M 是 连续 

(M) 在 [S,T] 上 是 常数 . 








右 连 续 的 停 时 族 (7 





: 苇 0) 称 为 是 一 个 时 
起 见 , 下 面 我 们 总 假设 











inf{t :7 二 00} 三 56, 这 丫 假 设 
的 结论 都 只 能 在 上 < ¢ 上 成 立 . 
训 可 测 的 , 则 时 间 变 换 后 的 过 程 Y, := X; 

X 是 +- 连续 的 , 如 果 X 在 [7_,7] 上 是 常数 . 显然 如 果 X 是 连 绪 






































非 本 质 需 要 的 ， A 


是 
的 


多 ,)- 适 应 的 . 

















局 部 默 , S < TT 是 停 时 , 则 M 在 [5S,T] 是 常数 当 





7- 连 续 , 则 








Ik 








仅 
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引 理 3.5.2 ”如 果 M 是 +- 连 续 的 , 连续 (多 ,) 局 部 蒜 , 那么 和 7 是 连续 的 (. 旬 ,) 局 前 
扶 , 且 (MM) = (M). 


























证 明 ”首先 设 M 是 有 界 的 . 我 们 只 需 验证 天 是 ( 钢 ) 蒜 . 对 任何 n>1,s < 也 
Doob 有 界 停止 定理 ， 






































下 (Mr An 多- ) 二 Mr,An- 



























































再 由 有 界 收敛 定理 推出 也 (Mr,| 多 ,.) = Mr.， 即 证 明之 . 同样 , 因 M? - (M) 是 有 界 
连续 款 且 7- 连 续 , 故 天 ? - (My 是 连续 蒜 . 因此 由 唯一 性 推出 ( 开 ) = CO 
- 般 地 , 取 停 时 了 使 得 M7 是 有 界 的 , 那么 下 := infft:r 了 


} 是 
时 (习题 ) 且 7F_ < TTFs. 因为 M 是 7 连续 的 , 故 M 在 [T,7s] 上 是 常数 ,推出 下 



























































并 





















































等 式 的 最 后 一 个 等 号 





























因此 M7 = 让 人 即 知道 后 者 是 ( 胸 ) 有 界 连续 加 





Se ee SE 


(MT) = (M)” = (1) . 


























如 果 { 荆 ,} 是 局 部 化 停 时 列 , 由 定义 及 前 面 的 假设 推出 到 1? oo. 由 此 也 推出 了 定理 
的 结论 . 


下 面 定 理 说 明 任 何 连续 局 部 拷 经 一 个 时 间 变 换 后 成 为 Brown 运动 . 



















































































定理 3.5.1 (Dambis, Dubins-Schwarz) 如 果 M 是 连续 局 部 款 ，Mo = 0 


























设 (M)、= co， 如 果 (rm) 是 (M) 的 右 连续 逆 , 那么 本 是 标准 Brown 运动 









































证 明 引 理 3.5.1, 因为 (M) 是 7- 连 续 的 , 故 M 也 是 . 由 引 理 3.5.2，B := Mr 
是 连续 局 部 蒜 且 (B) = (M);,. 因 (M) 连续 , 故 (M), =t 即 (B), = 因此 B 是 
标准 Brown 运动 . 
































T 

















因为 T(M),— < t < T(M),) 但 M 是 T- 连 续 的 ， 因此 对 任何 


TM)) 


M = M,, 


T(M)s 








即 M = Bm,). 
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It6 公式 是 对 0? 中 函数 成 立 的 , 但 在 一 维 情况 下 , 它 可 以 通过 到 凸 函数 . 设 f 
是 及 上 一 个 凸 函 数 , 自然 f 是 连续 的 , 左 导数 大 存在 且 是 递增 的 , 它 诱导 一 个 及 
上 的 测度 jy. 这 时 , It6 公式 是 怎么 样 的 呢 ? 
定理 3.5.2 若 X 是 连续 半 蒜 , f 是 是 函数 , 则 存在 连续 增 过 程 4/, 使 得 对 任何 t 
几乎 处 处 


a 


F(X) = ACT 人 FAX+ Taf. 
































0 
证 明 取 jEC%m((-o0,0)) 满足 /jdx = 1. 置 
0 
lo) f(t) jay 
那么 f, EC™” 凸 , ff， ff 且 fT1?f'. 由 了 It6 公式 

















t 


fn(Xi) fn (Xo0) 二 


. 


其 中 4" = JY(X)d(X). 上 式 左边 a.s. 收 化 于 了 (Xi). 


1 
f(X)dX+ 3 




















7 


局 部 化 , 不 妨 设 忆 与 




















因此 





FE 任 何 紧 











3.4.8， 万 产 (X)dX 看 








f“(X) 都 是 有 界 的 ， 定 弄 

















广 间 上 一 致 地 依 概 率 














收敛 于 [7 (X). 故 (XX)dx 





A /i 


、 


填 











4 访 


t 





那么 47 是 as 收敛 于 4! .因为 4 六 是 增 


过 程 . 


续 的 




















2| 的 左 导 数 函数 . 
对 任何 a € R, 存在 


| sgn(:) 表示 








推论 3.5.1 (Tanaka) 




















t 
[Xi —a|= |Xo—al+ sgn(X —a)dXi+ 
0 
另外 , 测度 dL? 支持 在 集合 {t : Xs = a} 上 . 
证 明 只 需 证 明 第 二 个 断言 . 应 用 It6 公式 和 上 面 定理 了 















































(至 少 有 一 个 子 列 ) a.s. 收敛 了 





F /fF(X)dX. 令 


过 程 , 故 4! 也 是 增 














增 过 程 L%, 使 得 


Le. 


于 |X 一 al, 得 
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Es) 


t t 
= eo Ix -alsgn(x -odx +2/ IX ~ aldL? + (X) 
0 0 





过 t 
人 |X ~ aldLe® 
0 0 


志 
= (X, — ao)2 十 有 | 和 ~ aldLe, 
0 








姑 此 [|X 一 aldL* = 0. 推出 结论 . 





























过 程 L* 通常 称 为 六 在 a 点 的 局 部 时 , 也 记 为 L*(X). 下 面 的 It6-Tanaka 
式 说 明了 凸 函 数 的 三 阶 导 数 作为 测度 的 意义 ,参考 文献 [29], 84.5. 设 f 是 凸 函数 , 则 
































OO A 














其 中 jy 是 f 在 分 布 意义 下 的 二 阶 导数 . 



































关于 P 局 部 绝对 连续 , 如 果 对 任何 te T, Q|z, 关于 了 > 绝对 连续 ; 称 














绝对 连续 , 如 果 Q|z。 关 于 Ps。 绝对 连续 . 一 个 过 程 的 蒜 性 与 所 讲 的 测 
此 我 们 用 P- (或 Q -) 表示 相对 于 测度 P (或 @). 
























































现在 设 Q@ 关于 P 局 部 绝对 连续 , 记 2 = (Zi) 为 局 部 密度 , 即 

Q = 2 .P,teT. 

定理 3.5.3 设 Q 关 于 卫 局 部 绝对 连续 , 且 Z = (Zi) 为 局 部 密度 . 那么 
(1) 2 是 下- 款 , 且 它 是 一 致 可 积 当 且 仅 当 Q 关于 卫 绝 对 连续 ; 


(2) 一 个 适应 过 程 X 是 @- 蒜 当 且 仅 当 和 .2 是 卫 - 款 . 







































































公 





下 面 讨论 半 蒜 在 测度 变换 下 的 变化 . 设 Q@ 是 (Q, 多 ) 的 为 一 个 概率 测度 , 称 Q 


全 关于 PP 
度 有 关 , 因 
在 多， i 





证 明 ”显然 Z 非 负 , 且 EZi = Q1 = 1. 对 任何 上 > s, A € 多 ,CFi, 由 局 部 密度 的 


定义 , 及 (Zi; 4) = Q(4) = E(2Z,; 4), 因此 2Z 是 卫 蒜 . 如 果 铸 是 Q- 黑 ,那么 XZ 
































是 P- 可 积 的 且 














(XiZi; A) = Q(Xi; A) = Q(X,; A) = E(X,Z,; A), 
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因此 XZ 是 P- 默 . 此 方法 是 可 逆 
































下 面 我 们 证 明 (1) 的 第 三 部 分 . 
的 . 若 Z 一 致 可 积 , 则 2 是 一 个 可 闭 


的 , 故 














2) 得 证 . 


默 的 正则 化 定理 , 我 们 可 设 2 是 右 连 续 











的 蒜 ,， 即 
































存在 Zw 

















Zt = E(Zo Zi). 对 任何 t, 4A e 多 ,, 有 
Q(4) = E(Z; 4) 
E 出 上 式 对 多 成立, 即 Q@ 关于 P 绝 天 
- 致 可 积 的 . 
F 面 我 们 设 @ 关于 了 局 部 绝对 连续 
定理 3.5.4 对 任何 停 时 7r, 有 Q=2i 
应 右 连续 过 程 X 是 @ -局 部 摧 , 如 果 XZ 是 P- 








证 明 


了 (2 | 多 Ai) = ZrAt: 因此 





Q 


AN{T<t})= 




















.不 失 一 般 性 地 设 





对 任何 t+€ T,Ae 多,, 有 ANt{r<t€ Fini 有 




















< Fs, 使 得 2 了 2 





E(Zo; A), 





出 2 是 可 闭 款 ， 





因此 是 


























二 


的 . 


局 部 密度 Z 是 右 连 续 














P 在 多; 首 {7T < oo0} 上 成 立 . 另外 , 一 个 适 


局 部 软 . 








Doob 停止 定理 ， 














E(Zi; ANI{T <t}) 
E(Zrnt; AN {7 < 里 ) 


E(Z7i; AN{T <t}), 


让 t+ 一 十 oo0, 得 Q(ANnt{r<+0}))= E(Zi;ANt{r<+0%)}). 




















对 第 二 个 断言 ， 


那么 相对 于 流 (多 7), Q 关于 PP 








的 Q@- 款 当 且 仅 当 X7 是 (多 7) 
的 严 - 蒜 . 如 果 XZ 是 PP 
(XZ)™ 是 卫 款 ,那么 Xm 是 Q@- 蒜 .而 


















































只 需 证 XT 和 Q - 坝 当 














仅 当 








局 部 绝对 连续 

















定 





的 QQ - 轴 , 旧 








数 关于 测度 Q@ 是 严格 正 











的 了 P- 巩 , 当 且 仅 当 是 (多) 
a.s. 下 , 使 得 
因此 X 是 Q -局 部 款 . 

下 面 的 引 理 说 明 局 部 密度 函 
引 理 3.5.3 ”局 部 密度 2 是 严格 了 
正 的 . 

证 明 

















inf{ft > 0: 2 = 0}. 只 需 验 证 Q(T < co) 








FH 


不 妨 设 Q@ 关于 P 了 绝对 连续 , 否则 可 以 考虑 用 


(XZ)" 是 P- 拷 . 令 多 7 := 多 Ai， 


局 部 密度 是 27. 因此 X7 是 ( 久 ,) 
E 3. 





5.3, 这 当 且 仅 当 
局 部 蒜 , 存在 
容易 推出 7 T +eo a.s. Q. 


X72"7 是 (多 7) 





停 时 列 mr T 二 co 






































的 . 


E 的 Q-a.s., 即 除 一 个 Q 零 测 集 外 , t+ Z 是 严格 














固定 时 间 二 停止. 令 了 := 











事实 上 , 因 2 是 非 负 也 - 款 , 由 定理 











0. 








3.3.4, 在 {t > T} 上 , 2Z4 = 0 a.s.(P), 即 推 


Q(T < 
下 古 


0) = PP(Zos 
是 著名 的 




















定理 3.5.5 (Girsanov) 


















































;{T < 0})=0. 


Girsanov 公式 . 








设 Q 关于 P 局 部 绝对 连续 
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出 在 {TT < co 上 , Zw = 0 a.s.(P), 那么 














局 部 密度 是 连续 的 . 那么 对 

































































任何 连续 了 -局 部 蒜 M, 过 程 M := M - 二. (M,2) 是 一 个 连续 Q -局 部 蒜 . 
证 明 ”如果 Zr-1 是 有 界 的 , 那么 M 是 一 个 连续 的 P- 半 鞠 , 显然 (M,2) = (M, 2)， 
分 部 积分 公式 得 
一 一 一 一 bs t 一 一 一 一 
tz - Koz = az+ |/ ZadM + (M,Z2), 
0 0 
Cy t wk 
-| Md2Z 寺中 ZdM — (M,2) +T(M2)， 
0 0 
由 区 本 全 rt 
-| Md2Z FE ZdM, 

0 0 

即 MZ 是 一 个 P 了 -局 部 软 , 由 定理 3.5.4, M 是 Q -局 部 蒜 . 
1 
对 一 般 的 2Z, 令 元 := inf{ft >0:2 < 一 }, 则 7 是 停 时 上 面 的 引 理 ， 
也 
Tn 了 +00 as Q. 而 二 有 界 , 故 推出 M” 是 一 个 @ -局 部 秽 , 因此 M 也 是 一 
个 Q- 局 部 团 . 
下 面 我 们 将 反 过 来 证 明 给 定 一 个 也 - 款 Z, 则 有 一 个 关于 P 局 部 绝对 连续 的 概 

率 Q@ 以 Z 作为 局 部 密度 . 在 实际 中 这 种 情况 更 经 常 地 出 现 . 
定理 3.5.6 设 态 是 Polish 空间 ,X = (Xi) 是 (0, 多 ,P) 上 以 (2,8) 为 状态 空间 
的 随机 过 程 , 多 0 := o({Xs :st}), F0 := ol({X。:seET}). 若 Z= (24) 是 (多 0) 











非 负 款 
F Q = 2 .了 . 

















证 明 ”对 任何 teT,Ae 多 ?, 定义 Q(4) := EE(Z4; 4). 2 的 蒜 性 
2o = 1 保证 Q 
有 上 连续 性 就 足够 了 . 因为 以 上 的 Q@ 的 定义 实际 上 确定 了 EE 上 
, 在 典 则 空 


0 
7 
了 F, 


数 7 := U 
需 验 证 Q 


人工 


在 of 上: 











的 一 个 相 容 的 有 限 维 分 布 族 , 由 Kolmogorov 定理 




















EF 上 的 定义 无 歧义 


















































Zo = 1, 那么 存在 (Q, 多) 上 的 概率 测度 Q , 使 得 对 任何 t> 0, 在 多 ? 





保证 Q@ 在 9 的 代 

















9) = 





J 











测度 扩张 定理 , 只 






































间 


BT,ET) 上 存在 概 
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率 测度 瑟 


出 @ 也 


使 得 


上 连续 性 . 









































局 部 蒜 且 








也 是 一 个 











部 蒜 , 则 存在 连续 局 部 款 M ,使 得 Z = 8(M 
可 是 为 了 定理 3.5.6 成 立 , 8(M) 必须 是 

















在 上 节 中 , 我 们 看 到 如 果 M 是 一 个 


则 过 程 的 有 限 维 分 布 族 与 和 在 Q 下 的 有 限 维 分 布 族 一 致 , 因此 推 











EG(M) = exp (rw Tm)) 


26(M)o = 1. 实际 上 逆 命 题 也 成 立 











局 部 款 且 Mo = 0, 那么 : 


) 即 若 2 是 严格 正 的 连续 局 
). 但 一 般 地 ,2 仅 是 一 个 上 款 , 不 是 蒜 . 
-个 真正 的 蒜 , 而 不 仅仅 是 局 部 款 . 















































指数 对 


























Wald 

















恒等式 (见习 题 ) 可 得 到 一 个 充分 条 件 : (Novikov) 若 M 是 连续 局 部 蒜 ，Mo = 0 且 对 


_ (M 
任何 t+ 0, Ee :> 








例 3.5.1 (Cameron-Martin) 


局 部 绝对 连续 的 概率 测度 使 得 2 是 





于 也 





< 00; 则 EE(M), = Lit>0, 即 &(CM) 是 








设 N 是 连续 局 部 蒜 

















-个 拷 . 


,了 := 8(N) 是 款 ,Q 是 关 














司 部 密度 . 











设 M 是 了 -连续 局 部 蒜 , 那 





么 Mi = Mi 一 Zi! (M,Z) = Mi 一 (M,N), 是 Q@Q- 连 续 局 部 款 . 特别 地 , 设 妃 是 











(Q, 多 ,了 ) 上 标准 Brown 运动 , 如 果 玖 = ( 瓦 。) 是 有 界 循序 可 测 过 程 , 那么 


示 1 阁 
Zi := exp (/ HdB,— 小 ds] 
局 2 0 




















(B), = t. 因此 























.了 , 那么 过 程 B, := Bi 一 且 ;ds 是 Q -连续 局 部 款 而 


定理 3.4.12, 过 程 B 是 关于 测度 Q 的 标 } 








原 Brown 运动 在 新 的 测度 下 是 一 个 半 蒜 , 其 分 解 为 Bi 





下 面 我 
(0, 8,P) 上 


当然 它 满足 通常 条 件 . 












































定理 3.5.7 ”对 任何 &€ L?(Q, 多,P), 存 垦 











证 明 我们 只 对 d=1 训 



































(B), = 


* 

















E Brown 运动 . 或 者 说 ， 





= B+ /» Hsds. | 
门 讨论 相对 于 Brown 运动 流 的 歉 及 其 表示 . 设 B = (Bi) 是 概率 空间 


的 标准 d- 维 Brown 运动 , (多 ,) 是 B 的 自然 流 经 过 完备 化 后 得 到 的 流 ， 











£ = EE+ . Hs,dB,. 
0 














E 明 . 不 妨 设 EE = 0, 否则 用 《 


E 唯 一 的 适应 过 程 五 & L?(B), 使 得 





EE 代替 . 定义 








H := {€ €E LQ, FF ,P): Et = 0), 
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HW' 是 中 可 以 如 定理 中 那样 表示 的 & 全 体 , 那么 对 《 € :六 有 


























Eé? = :| H2ds. 
“人 

















性 是 显然 的 且 由 此 可 验证 和 是 和 的 闭 子 空间 . 现在 要 验证 如 果 & 上 ', 那 





















































任 取 fe L?(R), 用 8(f) 表示 if . B 的 指数 团 , 那么 它 满足 方程 





t 


G1) -1=1] sf) f(aB,. 
2 和 
因为 右边 属于 和 1 故 
































[IE :bo (f)| = E(é(bo(f)— 1))=0. 





取 f 是 阶梯 函数 


a 2 VJjT( ta] 


j=1 


其 中 0=to < rt < bs V1) ** ,Yn E R, 那么 


(ols | 
Eeexp4i> vy(B, - B, ) =0 
}) 


























对 任何 {tj} 和 {yj;} 成 立 . 由 特征 函数 的 唯一 性 推出 , 对 任何 五 € 多 (R"), 有 









































(Pt 二 省 二 





那么 自然 也 有 














E(é; (Be,,:.. ,Bi,)e H)=0. 





然后 由 单调 收敛 定理 和 Dynkin 定理 , 对 任何 4 € 多 ,有 E(&;4)= 0, 故 €=0 
a.s. 完成 证 明 . 


定理 3.5.8 ( 款 表 示 定 理 ) ”任何 (多 ,) 局 部 损 M 的 一 个 修正 可 以 表示 为 















































t 
M: = GF HsdB,, 
0 
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其 中 C 是 常数 , 五 是 局 部 地 在 L?(B) 中 的 适应 过 程 . 特别 地 , 任何 (多 i) 局 部 摧 有 
连续 的 修正 . 
证 明 先 设 M 是 L? 有 界 的 , 那么 Ms。 e 572(Q, 多 ,PE)， 由 上 面 的 定理 存在 
及 e L?2(B), 使 得 






























































Mo = EM /| HdB,. 
0 


因此 
t 
M: = E(Mo|F)= C+ / HsdB,, a.s., 
”0 














右边 是 连续 的 , 说 明 M 有 一 个 连续 的 修正 
然后 证 明 当 M 是 一 致 可 积 款 时 也 有 连续 修正 . 因为 这 时 候 , 存在 L? 有 界 的 蒜 
MO 使 得 MW) 一 Mw. 由 Doob 不 等 式 和 Borel-Cantelli 引 理 推出 MD) 有 一 个 
子 列 儿 乎 处 处 地 一 致 收敛 于 M. 
最 后 设 M 是 ( 罗 ,) 局 部 款 . 那么 它 可 以 局 部 化 为 一 致 可 积 蒜 , 因此 个 连 纪 
修正 . 再 将 这 个 修正 局 部 化 为 连续 有 界 蒜 推出 它 可 以 如 上 表示 . 
















































































NT 







































































习 题 











1. 设 M 是 连续 局 部 款 , S < TT 是 停 时 . 























1) 如 果 Ki := &1(s,7], 其 中 上 是 有 界 多 s 可 测 的 , 则 K .M = (M7 -M5); 
2) 证 明 : (M)。= (M)7 当 且 仅 当 M 在 [S,T] 上 是 常 值 ( 引 理 3.5.1). 





























2. 设 M 是 连续 局 部 蒜 , Mo = 0, 工 是 0 点 的 局 部 时 . 证 明 : 


1) inf{t : L: > 0} = inf{t: (M), > 0} a.s.; 





2) 当 0<a<1,M 关 0 时, |M|* 不 是 半 款 ， 


3. 证 明 : 在 Tanaka 公式 的 假设 下 ， 











t 
1 
从 
0 





t 
1 
(X: a) 一 (Xo Q) / l(xga}dX 十 aLt- 
0 
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4. 设 Q@ 关于 了 P 局 部 绝对 连续 , 则 P- 连 续 半 缺 X 是 Q -连续 半 蒜 且 (X)o = (X)p. 
另外 有 界 循序 可 测 过 程 五 关于 X 的 Q@- 随 机 积分 与 P- 随 机 积分 一 致 . 


5. (Wald 恒等式 ) 设 B 是 标准 Brown 运动 . 如 果 停 时 了 满足 ve? < co, 证 明 : 



























































下 三 a 
Eexp (六 一 ) = (提示 令 2 := exp (5, 一 0 ] Girsanov 公式 证 明 











对 停 时 T, = inf{t > 0: Bi==t 一 0}, b> 0 成 立 . 然后 验证 2 是 Doob 记 


83.6 ”随机 微分 方程 














在 这 一 节 的 后 面 , 我 们 将 简单 地 介绍 下 列 形式 的 随机 微分 方程 的 一 些 结果 


























dX = b(t, X)dt + olt, X)dB,, (3.6.1) 














其 中 B 是 一 个 r+- 维 标准 Brown 运动 , X 是 未 知 的 连续 qd- 维 过 程 . 实际 上 是 下 列 随 
机 积分 方程 成 立 




















t +t 
X,— Xo= / bf(s, 和)dqs 十 / o(s, X)dB,. (3.6.2) 
0 0 





我 们 先 对 系数 (5,o) 作 个 说 明 . 

设 Wr 是 [0,+co) 到 及 ? 的 连续 映射 全 体 , 装备 紧 一 致 收敛 的 拓扑 , 用 多 (W") 
表示 Ws 上 Borel o- 代数 , 多 ,(W4) 表示 由 w 忆 w(s), s € [0, 生成 的 子 o- 
代数 ， Rs @ R” 表示 d xr 和 矩阵 全 体 , wa" 表示 满足 下 列 条 件 的 可 测 映射 a : 
[0, ceo) x WY 一 一 R48@ R" 全 体 : 对 任何 t+>0,alt,-) 是 (W,B((W')) 到 Ri®R” 
可 测 的 . 自然 地 , 我 们 要 求 ce gy",b Ee o41. 这 时 ,X 是 (多 ,)- 适 应 的 比 售 着 




































































ca 信和 ) 是 (多 i)- 循 序 可 测 的 . 当 (人心 和 ) = o(t, Xi), b(t, 关 ) = 六 X) 时 (这 时 右边 





的 coc:RjxR -Reg@R"D :RSxR? -RaoR), 我 们 称 (3.6.1) 是 Markov 
型 的 ; 而 当 o(t, 久 ) = o(X4), b(t, 针 ) = 0b(Xi) 时 (这 时 右边 的 rc :RM 一 Ri®R",b: 
Rs -一 RIQ@R), 称 (3.6.1) 是 It6 型 的 或 扩散 型 的 . 

另外 , 我 们 需要 解释 所 谓 (3.6.1) 的 解 的 意义 . 给 定 c, 如 上 ,随机 微分 方程 
(3.6.1)( 也 称 为 方程 (o,5)) 的 解 是 带 有 流 (多 ,) 的 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 适应 过 程 ， 
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对 (XX,B) 满足 : 

1) B 是 R” 上 标准 (多 ,)-Brown 运动 ; 

2) (3.6.1) 成 立 . 

解 的 唯一 性 有 两 种 不 同 的 解释 . 我 们 说 (3.6.1) 的 解 有 轨道 唯一 性 是 指 两 个 有 
相同 概率 空间 , 流 , 适应 Brown 运动 及 几乎 处 处 相等 的 初 值 的 解 是 不 可 区 分 的 , 即 
车 在 同一 个 带 流 的 概率 空间 上 的 两 个 解 (X,B) 和 (X',B') 且 若 B = B’, Xo = X/， 
和 = 二 XX“. 另外 我 们 说 解 有 分 布 唯一 性 是 指 两 个 具 相 同 初 始 分 布 的 解 XX 和 X' 是 
等 价 的 , 即 有 相同 的 有 限 维 分 布 族 . 有 时 我 们 也 区 分 强 解 与 弱 解 , 解 (XX,B) 称 为 强 
解 , 如 果 和 关于 B 生成 的 且 完 备 化 的 流 (多 2) 适应 . 非 强 解 的 解 称 为 弱 解 . 实际 
上 , 强 解 是 指 概率 空间 及 其 上 的 Brown 运动 是 给 定时 , 满足 (3.6.1) 的 过 程 X. 



























































































































































定理 3.6.1 ”如果 (3.6.1) 有 轨道 唯一 性 , 那么 
(1) 分 布 唯一 性 也 成 立 ; 
(2) 每 个 解 都 是 强 解 , 实际 上 , 存在 F : W” 一 一 W4, 对 任何 +> 0,F 是 
(W", 多 i(W")) 到 (WY, 多 i(W9)) 的 可 测 映射 , 使 得 XX = F(B). 
下 面 为 了 简单 , 我 们 讨论 It6 型 的 方程 , 一 些 结果 在 一 般 的 情况 也 成 立 , 其 证 明 
也 无 需 很 大 的 修改 . 读者 可 参考 文献 [18] 或 文献 [21]. 


定义 a := oo” 及 椭圆 型 算 子 





































































































da 
hj 四 一 并 oss) DiDiF(s) + Dbils)Dif(s), fe CFR), s eR 
i,j=1 i=1 
中 DD; := -一 个 连续 过 程 X 是 鞭 问 题 (a, 虽 的 解 是 指 对 任何 fe Ce (R)， 








Mi 有 7CO — Xo) 全 47Ccds 





是 局 部 款 . (3.6.1) 的 解 存 在 性 和 上 述 款 问题 的 解 的 存在 性 是 一 样 的 . 

定理 3.6.2 (Stroock, Varadhan) 设 ob 可 测 , 那么 (3.6.1) 的 解 存在 当 且 仅 当 
上 述 著 问题 的 解 存在 . 
证 明 先 设 (3.6.1) 的 解 存 在 为 (XX,B), 则 由 It6 公式 得 
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d 


d 
dX) = YD Df (XK! + 5 > DiDsF (XK, x), 


i=1 i,j=1 


= Df(Xi)o( XdB: + Af (Xi)dt. 





丈 此 X 是 上 述 拷 问题 的 解 . 





























反之 , 如 果 和 是 上 述 蒜 问题 的 解 , 取 函 数 f(x) = zi 








局 部 化 的 方法 容易 验证 





£ 
Ms; := X, — Xo = b(Xs)ds, t>0 


0 

















怨 
SL 
A 




















- 维 连续 局 部 蒜 . 再 取 函 数 f(z) = zizj, 及 局 部 化 方法 可 以 证 明 





t t 2 
MMX 一 和 9 rea xiv(x)ds— / XIbi(X)ds 
0 0 








是 连续 局 部 蒜 . 由 分 部 积分 公式 

















0 


Mi7 = Xi MI + XI M+ (M', MT) 5 aij(X)ds, 
0 





因此 推出 














rt 
(M’, M’), -| ai,j (Xs)ds. 
0 
































Brown 运动 B, 使 得 


t 
m- | o(X,)dB,. 
0 











玉 此 (X,B) 是 随机 微分 方程 (3.6.1) 的 解 . 





例 3.6.1 (Langevin 方程 ) 考虑 方程 


dX, = dB, — Xdt. 


de'X, = etdX, + Xie'dt = edB,. 


长 示 定 理 (参考 文献 [21] 的 定理 16.12 或 文献 [29] 的 定型 








EV.3.9), 存在 ~- 维 标准 























(3.6.3) 


因此 etX, 一 Xo = fe*dB, 或 XI = 二 e-'Xo 十 e-'f Ve’dB,, 是 著名 的 Ornstein- 
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HT 





























Uhlenbeck 过 程 . 因此 方程 强 解 存在 且 有 轨道 唯一 性 . 
例 3.6.2 (几何 Brown 运 动 ) 考虑 方程 


dX, = bXidt + oXidB,, 














其 中 bc 为 常数 . It6 公式 


























因此 





2 
ln X; — ln Xo = (， ): H+ oB:, 


o? 
X= Xoexp ( (8— SO) ttoB,) 。 


例 3.6.3 (圆周 Brown 运 动 ) 设 B 是 Brown 运 动 ,X = (cosB,sinB). 
1 
dXi(t) = — sin BdB: 一 9 cos Bidt; 
1 
dX,(t) = cos BdB' 一 sin Bidt. 
因此 X = (Xi,Xs2) 满足 下 列 随机 微分 方程 组 


1 
dX = i Xo.dB, 


1 
dX, 人 


例 3.6.4 设 o(z) = sgn(z)，Z E 及 , 考虑 方程 


dX, = o( Xi)dB， 
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任 取 概率 空间 及 其 上 的 标 ; 























那么 B 是 连续 蒜 且 (B), = 败 o?(X)ds = 因此 B 也 是 标准 Brown 运动 





住 Brown 运动 B, 多 0 可 测 随机 变量 &, 令 
























































dX = dB = 0o(X)dB = o(X)dB, 




















像 通 常 微分 方程 一 样 


























即 方程 的 解 存在 (但 不 是 强 解 , 参见 [29] 的 第 9 章 81), 而 且 有 分 布 唯一 性 , 因为 任 
可 解 都 和 Brown 运动 有 相同 的 有 限 维 分 布 , 但 没有 轨道 唯一 性 , 因为 如 果 和 是 初 
值 为 零 的 解 , 那么 一 邓 也 是 . | 





















































, 我 们 一 般 几 乎 不 可 能 写 出 随机 微分 方程 的 显 式 解 ,但 仿 





照常 微分 方程 的 Picard 迭代 方法 , 我 们 也 可 以 证 明 当 o,b 满足 局 部 Lipschitz 条 件 
时 ,方程 的 解 存 在 且 有 轨道 唯一 性 . 


定理 3.6.3 ” 设 存在 常数 C, 使 得 








(1) le(z)| + lo(z)| < C(1+ 2), ze 及? 


(2) lb(z) — bY) + lo(z)— ol < Clz — yl, zy € R', 
上 是 独立 于 给 定 Brown 运动 B 的 平方 可 积 随机 变量 , 则 (3.6.1) 有 解 X 满足 Xo = 上 




















轨道 唯一 性 . 










































































注 因为 (3.6.1) 当 = 0 是 通常 的 常 微分 方程 , 因此 两 个 条 件 即 使 从 常 微 分 方程 





的 意义 上 也 是 必要 的 . 条 人 人 











证 解 的 轨道 唯一 性 . 














F (1) 保证 方程 的 解 不 在 有 限时 间 内 blow up; 条 件 (2) 保 





























证 明 ” 先 证 明 唯 一 性 , 设 X,Y 是 其 相同 初 值 € 的 两 个 解 , 那么 


EIX;— Yl" =E 


| cx) oY)as + f ox) -GaBo 


* 
< C / EIX, — Y,|*ds. 
-0 











令 v(s) := EE|Xs 一 了 |, 则 vj) < CJ 5v(s)ds, v(0) = 0, 由 Gronwall 不 等 式 (见习 














题 ) 推 出 v= 0, 即 X, = 浆 























a.s., 因此 基 , YY 不 可 区 别 . 





为 证 明 存 在 性 , 迭代 定义 








* 
0 := Ye+D :一 $y b(Y(*))ds + o(Y(*))dB,. (3.6.4) 
0 




















对 te [0,T], 由 条 件 (1) 与 (2) 计算 得 
t 
EY 一 OP < (+7)30? ElY,®) — Y(* Vl?ds, k>1, 
0 


EY — YY.V < 2C212(1 + |) + 202t(1 + ElEl?) < Cn 

















利用 归纳 法 验证 





十 1 
(GA tr+1 


(k++ 1)! 











, k > 0,t€ [0,T)], 








A A 

















中 Ch, Cs 仅 依赖 C,T 及 Elé&|?. 由 软 不 等 式 及 条 件 (2)， 

















; le 
k+1 k 
sup IY /二 人 )| > | 


W t 
/ Jo(Y®)) — b(Y(*-D)lds+ sup 站 o(Y(®)) — ol(Y(* VD)dB,| > ) 
0 0 


t€[0,T] * 


全 
和 | 
<P | lb(Y(®) — b(Y,* 1)lds > 


t 


忆 1 
o(Y(*)) o(Y.* 0)qB,| > 


十 
辐 
ey 

个 
SE 
3 
Ss 














2 5 
这 a Elb(Y.(*)) Pr b(Y(*-D)l2ds 再 22K 


0 0 


lo( 0) ~ o (YY) Pds 


< 22F+2C2 (人 





AS 


"了 kyk k+l1 

t 4CsT 

,|/ Ct* (4027) 
0 kl! (k++ 1)! 











Borel-Cantelli 引 理 , 对 几乎 所 有 的 轨道 , 当天 充分 大 时 
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六 | 








六 

















此 工 m = 了 0 + 于 (OO -YYC-D) 在 [0T 上 一 致 收 伊 , 记 其 极限 为 X. 
鸡 王 工 


Ym 是 连续 适应 过 程 , 故 X 也 是 . 


下 面 证 明 X 满足 (3.6.1). 在 (3.6.3) 中 让 一 00, 左边 的 极限 为 Xs. 由 Fatou 


























引 理 


Ey 

















E 和 
[Xe 一 工人 ?dt < lim ifE / DA A 
mm 0 


0 

















那么 了 下凡 |c(X) 一 oY 中)]?ds -一 0. 由 随机 积分 的 性 质 推出 

















家 2 
f oryaB, 2 | o(X,)dB,. 
0 < 























Hélder 不 等 式 推 出 


























t t 
f sas b(Xs)ds. 
0 0 











这 样 我 们 推出 X 满足 (3.6.1) 且 Xo = &. 
对 于 Markov 型 的 方程 有 类 似 的 结果 , 只 要 be 满足 相应 的 条 件 : 对 任何 了 , 存 
在 常数 C, 使 得 


(1) lo(t,z)| + lo(t,z)| < CUT+zh) ze 及 teE[0T]; 
























































(2) | t, 2) b(t, y)| 和 十 lo (t,x) We olt,y)| < Clz yl TY E RS t E [0, T]. 
其 证 明 没 有 实质 的 不 同 . 但 在 1 维 时 , 上 述 条 件 可 以 本 质地 减弱 , 如 下 面 的 定理 . 证 
明 参 考 文献 [18], [22]. 












































定理 3.6.4 (Yamada-Watandbe) 考虑 一 维 Markov 型 方程 , 即 d =7= 1, 满 
是 对 所 有 的 tz 0,zx,yeR. 

(1) llt,z) — bt, WI < Clz — yl; 

(2) lo(t, x) — olt,y)| < h(lz — Y)), 

dz 
or h2( 


7) 




















其 中 几 : R 一 Rj 严格 增 , h(0)=0 上 是 = co. 那么 方程 有 轨道 唯一 性 . 






































上 述 方程 通常 称 为 由 Brown 运动 驱动 的 , 关于 更 一 般 的 方程 , 读者 可 阅读 相应 
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. 解 方程 





习 题 














1 
dX: = rdt+ aXdB.. (提示 : 利用 大 于 exp(—aB: 十 3 t).) 


. (线性 方程 ) 设 UV 是 连续 半 款 , Z := exp(V 一 太一 3(V)), 证 明 : 方程 


_ 








dX=dUVU+XdV 


dX = 





定理 .) 








其 中 B > 





唯一 解 X= Z(Xo+ 2 1:(U— (U,V))). 





. 设 o, 5, c 是 适当 维 数 的 函数 , 证 明 : 方程 dX = b(X)dt 十 o(X)dB 与 方程 




















(b(X)+a(X)c(X))dt+a(X)dB 的 解 同 时 存在 或 不 存在 . (用 Girsanov 





. (Gronwall 不 等 式 ) 设 及 上 连续 函数 9 满足 


0< od)+8f a s)ds, t € [0,7]， 


a :[0,T] 一 R 可 积 . 证 明 : 


g(t) < al(t) + sf a(s)est-s)ds, te [0,T]. 


第 四 章 Markov 过 程 基础 




















在 第 二 章 中 我 们 引入 了 转移 半 群 及 Markov 过 程 , 在 这 一 章 中 我 们 将 更 进一步 


讨论 Markov 过 程 , 引入 Markov 过 程 的 两 个 非常 重要 的 性 质 : 右 连续 性 与 强 Markov 





























与 Lévy 过 程 的 一 些 性 质 . 





84.1 右 Markov 过 程 











性 (通常 被 称 为 是 Meyer 右 假 设 ). 它们 是 现代 Markov 过 程 与 概率 位 势 理 论 研究 的 
基础 . 然后 我 们 证 明 Feller 过 程 满足 这 些 性 质 , 另外 还 将 更 详细 地 讨论 Brown 运动 





在 82.3 中 , 我 们 是 从 转移 函数 的 角度 用 Kolomogorov 相 容 定理 来 构造 Markov 
过 程 , 它 是 满足 Markov 性 的 一 族 有 序 随机 变量 . 但 是 这 样 的 Markov 过 程 对 于 我 们 
的 研究 来 说 太 过 于 一 般 , 我 们 希望 Markov 过 程 有 更 好 的 性 质 使 得 我 们 可 以 讨论 概 
率 位 势 理论 . 在 这 一 节 中 , 我 们 将 引入 右 Markov 过 程 的 概念 , 粗略 地 说 , 右 Markov 
























































过 程 就 是 样本 轨道 右 连续 且 满 足 强 Markov 性 的 时 间 齐 次 




















Markov 过 程 , 真正 要 说 









































清楚 它 的 定义 却 颇 费 周折 , 有 很 多 可 测 性 细节 需要 说 明 . | 
象 成 为 在 确定 的 一 个 随机 规则 下 运动 的 粒子 , 它 的 可 能 到 达 










































































观 地 把 Markov 过 程 想 


已 表示 . 它 的 轨迹 称 为 是 样本 轨道 , 是 [0,co) 到 的 映射 , 样本 轨道 的 全 体 是 样 
本 空间 , 用 9 表示 . 粒子 可 以 在 某 个 时 刻 消失 , 这 时 我 们 说 它 进 入 了 坟墓 A. 对 任何 











的 点 全 体 称 为 状态 空间 ， 





























Zz E 五, 概率 P” 描述 从 z 出 发 的 样本 轨道 的 行为 , 随机 规 








Markov 料 
概率 P” 重新 开始 运动 . 





生 是 指 如 果 粒 子 在 时 刻 t 到 达 状 态 z, 那么 它 忘记 了 过 去 的 行为 , 从 z 点 依 


则 就 是 这 样 的 一 族 概 率 . 











设 (B,8) 是 一 个 可 测 空间 . 对 于 上 的 任何 概率 测度 y, 记 6* 是 巨 关于 





的 完备 化 . 所 有 如 此 完备 化 的 交 





6*:=[|e* 
[na 
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称 为 是 已 上 普遍 可 测 
概率 可 唯 
上 的 概率 y, 存在 8 可 测 的 
对 于 任 介 
现在 设 E 是 一 




















外 





拓扑 空间 , 我 们 认为 其 
Radon 空间 , 即 它 可 以 同 胚 于 一 个 紧 度 量 空间 


的 o- 代数 , 也 称 为 是 8 的 普遍 完备 化 . 任 
延 拓 为 (B,8*) 上 的 概率 . 不 难 证 明 , f 是 8*- 可 测 当 . 





VE 品 











可 (五 ,8*) 上 的 

















. 仅 当 对 任何 到 








万， 户 , 满 自 
有 二 个 由 


fi<sftsgsf 












































后 面 我 们 将 看 到 这 样 的 一 般 性 假设 的 必要 性 . 
6E* 上 . 我 们 说 (Pi) 是 妃 上 的 一 个 转移 半 和 姑 





要 强调 ， 














面 我 们 将 叙述 Meyer 的 两 个 





取 为 五 的 Alexander 紧 化 点 
一 个 样本 轨道 , 如 果 
(1) w(co) = A; 
(2) 存在 C(w) € 
(3) 当 








“已 上 有 


(E,8) 上 转移 半 群 称 为 是 Borel 转 
延 拓 成 为 (EE,8*) 上 转移 半 群 . 我 们 不 把 
在 最 简单 的 过 程 变换 下 , 一 个 Borel 转移 半 条 


任意 固定 点 A 4¢4 EB. 如果 瑟 是 LOGCCB ( 


[0, oo] 使 得 当 t > C(w) 时 , w(t) 
t < CL(w) 时 , w 是 右 
对 样本 轨道 w, C(w) 称 为 是 样本 轨 




















移 半 群 
己 限制 了 
































右 假 设 . 











局 部 紧 县 


从 ( 方 
然 的 Borel o- 代数 与 普遍 可 测 的 o- 代数 . 
户 的 一 个 普遍 可 测 
设 8 是 


任何 8 上 的 概率 测 


E 


fF 是 指 它 是 (EB,@*) 


显然 Bore 











示 w 在 t 处 的 值 , 即 X,(w) = w(t). 对 任何 s, 定义 


显然 sw ec 0. 0sw 称 为 是 s 
































9 表示 以 上 定义 的 样 











R+) 称 为 是 Q 上 的 推移 算 子 族 . 定义 罗 := o(Xi:t 


到 























二 


为 


到 (五 ,BE*) 的 映射 . 类 似 地 定义 多 0 := o(X。 
] 多 " 和 多 8 表示 将 X 看 成 为 9 到 (B,@) 的 映射 4 
多 "0 C FY FLC FL*. 将 恒 
人 AA]. 且 约 定 一 个 妃 上 的 函数 在 A 上 赋值 为 零 ,- 











f2) 


上 的 








可 数 基 的 Hausdorf) 空 间 ， 
次 射 w : 


[0, oo] 


t<C(w 


道 w 的 生命 时 (或 者 死亡 时 ). 对 任何 4X,(w) 表 





度 可 叭 
上 转移 半 群 . 
转移 半 群 可 
Borel 转移 半 群 的 理 
都 不 一 定 仍然 是 Borel 转移 半 群 


= 0. (见习 题 . 


Borel o- 代数 ， 
地 延 拓 到 
如 果 需 
唯一 地 


是 即使 
























































下 





人 


睛 . 


一 EA 称 为 是 


) 时 , w(t) € 五 ; 





广 | 























Osw(t) = w(t+ s), t>0. 
处 的 推移 轨道 . 

# 本 轨道 全 体 , 那么 对 任何 s > 0, 0,(0)CQ, (0 :se 
> 0), 其 中 X 看 成 为 Q 
:0<s<t) 过程 (X) 的 自然 流 . 
E 成 的 自然 流 以 示 区 别 . 显然 
等 于 A 的 轨道 记 为 [A ], 我 们 总 设 所 有 样本 空间 包含 
-个 9 上 随机 变量 在 [ A ] 上 的 值 
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考虑 Xiwo) = Xi(o) 作为 Rx 0 到 BA 的 映射 . 对 任何 n >> 1, 定义 


j+1 j j+1 
Xl) = x (3 1 a 
pals 27 27 








那么 X(t,w) 作为 (Rx 9, 多 (Rj) x 了 多”) 到 (BB,@*) 是 可 测 的 且 和 X。 点 点 收敛 
于 X. 因此 (t,w) 忆 六 (t,w) 也 是 可 测 的 . 





定义 4.1.1 设 (P)i>o 是 马上 的 一 个 转移 半 群 . 称 它 满足 右 假设 1 (HD1), 如 果 对 
(已 ,G) 上 任何 概率 1 存在 (Q, 多”) 上 的 概率 P*, 满足 : 
(1) 对 任何 4e 8*, 有 P*(Xo € A) = (A); 
(2) 对 任何 t,s > 0, fe 58*, 有 





























E”(f (Xi+s | 多 9”) = Pf (X,). 
对 任何 re ,简单 地 记 Pe 为 P*, 称 为 是 z 点 出 发 的 概率 . 性 质 (1) 说 明 
是 过 程 的 初始 分 布 , (2) 说 明 过 程 是 以 (Pi) 为 转移 半 群 的 时 齐 Markov 过 程 . 由 单 
调 类 定理 容易 验证 (2) 等 价 于 对 任何 有 界 或 非 负 多 0*- 可 测 随机 变量 Y, 有 


















































E*(Yo0,|F°") = EX (Y). 









































过 程 X 取 值 在 EB4, 但 是 因为 它 一 旦 进入 A 就 不 再 活动 , 所 以 它 形象 地 被 称 为 坟墓 
点 , 并 且 我 们 通常 说 过 程 的 状态 空间 是 BB. 过 程 X 称 为 保守 的 , 如 果 对 任何 z € 万 ， 
P*(C< 00) = 0. 这 时 过 程 在 有 限时 间 内 不 会 进入 坟 募 . 保守 性 等 价 于 对 任何 上 > 0， 
ZEB 有 P(X, EB)=1. 取 上 面 的 典 则 型 样本 空间 来 定义 (HD1) 并 非 必 需 , 只 
是 为 了 叙述 的 方便 . 回忆 82.3 中 右 连续 简单 Markov 过 程 的 定义 , 容易 看 出 , 如 果 
(HD1) 成 立 , 那么 
























































































































































X < (Q F°%*, 多 0 X,, 0,, P”) 











是 以 (EA4,B2X) 为 状态 空间 的 右 连 续 简 单 Markov 过 程 , 不 难 验 证 它 满足 对 任何 
tt 之 0 有 了 P(X & 万) = 0. 反之 , 设 XX 是 这 样 的 一 个 右 连 续 简单 Markov 过 程 , 因 
为 xz rm P*(4A) 对 任何 4 € 多 0%* 是 8* 可 测 的 , 故 对 (B,@*) 上 任何 概率 A 定义 
“ := /5s P*n(dz), 然后 将 测度 族 {P*} 通过 典 则 映射 成 为 样本 轨道 空间 上 的 概率 ， 
满足 (HD1). 任何 右 连 续 简单 Markov 过 程 都 等 价 于 典 则 型 样本 空间 上 的 一 个 满足 
(HD1) 的 Markov 过 程 . 因此 一 个 转移 半 群 满足 (HD1) 当 上 且 仅 当 它 有 一 个 右 连 续 实 
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现 , 或 者 说 半 群 (已 ) 满足 (HD1) 当 且 仅 当 它 是 一 个 右 连 续 简单 Markov 过 程 的 转 


移 半 群 . 
如 果 f 是 有 界 连续 函数 , 则 Pif (x) = E”f(Xi) 是 t 的 右 连 续 函 数 . 因为 X 在 





vi nis 
洗 已 





na 


证 明 


(t,x) 一 Pf (x) 关于 ZB(R+ 




















Pz 下 的 有 限 维 分 布 族 








的 是 我 们 不 知道 什么 条 




















伯 能 够 刻画 





























(已 ) 唯一 决定 , 即 概率 族 {P*} 由 (已 ) 唯一 决定 . 要 














下 一 节 中 讲述 的 Feller 性 质 是 一 个 充分 条 件 . 
引 理 4.1.1 对 任何 4 € 8*, 则 对 任何 及 和 瓦 上 的 概率 测 
(t,T) 忆 P(x, 4A) 是 关于 (多 











如 果 f 是 有 界 连 续 














R+) x 8*) 经 测度 入 x 1 完备 化 后 的 








,那么 Pf(z) = ECX 关于 + 















































界 8- 可 测 函 数 时 , 它 有 同样 的 可 测 性 . 现在 对 以 上 的 入 和 y, 定义 


是 巨 上 的 有 限 测 度 . 对 8* 可 测 的 f, 存在 8 可 测 的 广 , 户 ,满足 访 乏 < 户 


zx xan | nlas) Prte,) 














x 8* 可 测 . 然后 由 单调 类 定理 可 以 证 明 当 f 是 有 





出 转移 半 群 由 这 样 的 一 个 Markov 过 程 来 产 


度 入 和 ,映射 
co- 代数 可 测 的 . 
右 连续 . 故 这 时 



































v(f2 关 及) = 0, 那么 Pifi(x) < Pf(z) < Pifo(z), 两 端的 函数 是 和 x 几乎 处 处 相 





A 
二 

















经 测度 入 x hh 完备 

















称 为 位 势 算 子 、 防 解 算 子 或 Green 算 子 . 因为 (tf,w) 局 f(Xi(w)) 是 可 测 的 , 故 


都 是 多 (RR ) x 8* 可 测 的 , 因此 映射 (t,x) Pi(z, 4) 是 关于 
化 后 的 o- 代数 可 测 的 . 











F (B(R1) x 8°) 














类 似 地 , 可 以 证 明 对 任何 A € 8*, tt 五 P(z,4) 对 任何 x 是 Lebesgue 可 测 的 . 


因此 对 a > 0, 我 们 可 以 定义 


U® f(z) 


Fubini 定理 ， 


=| e Pf(z)dt, f € @:, 
0 














Uf (2) = | eotf (Xi)dt. 


容易 验证 : 











kt 


im aU" f(x) = f(x). 




















到 现在 为 
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止 流 (FZ2*) 是 自然 流 , 与 概率 {P”} 无 关 . 因为 它 不 满足 通常 条 件 , 故 





























Borel 集 的 首 中 时 都 不 一 定 是 (多 2*) 停 时 . 为 了 方便 让 我 们 用 概率 来 强化 (多 2*)， 
这 样 不 同 的 概率 会 得 到 不 同 的 强化 , 流 与 具体 的 概率 有 关 了 . 











强化 是 与 





湛 
































完备 化 类 似 但 不 同 的 概念 . 设 (9, 多 ,了 ) 是 一 个 完备 概率 空间 ,of 是 














的 一 个 子 o- 代数 , zf (关于 (Q, 多 ,P) 的 ) 强 化 是 指 or := c(w U.N), 其 中 7 
P 零 概 率 集 全 体 . 强化 后 的 o- 代数 一 般 比 完备 化 后 的 o- 代数 大 . (参考 附录 .) 
设 是 马上 概率 测度 , 用 多 表示 多 0* 关于 Pr* 的 完备 化 , .Y“ 表示 多” 中 







































































RS 
ys 


可 以 证 明 对 关 





F:={| ,7 := 7". 
KK 用 





示 多 0* 关于 (9, 4,Pr) 的 强化 , 即 F4 := (多 0 U .N14). 然后 令 


了 多, :二 全 多， . 


HK 











于 8* 的 自然 流 多 0*, 多 0* 的 强化 与 对 关于 8 的 自然 流 多 9, 多 0 的 强 


























化 是 一 致 的 , 所 以 下 面 证 明 中 有 时 经 常 使 用 后 者 . 另外 , 后 面 我 们 说 几乎 处 处 或 几乎 


肯定 地 或 几乎 
























































所 有 样本 而 不 具体 指定 概率 , 总 是 指 在 .Y 的 一 个 事件 外 . 再 重复 一 
























































裔 , 自然 流 与 





体 的 过 程 无 关 , 由 样本 空间 唯一 决定 . 




















自然 的 问 
1) 若 





3) 4 





,使 得 HI 





























题 是 如 果 B e 多 , P*(B) 关于 z 还 可 测 吗 ? 我 们 有 下 列 性 质 : 
Ee 多 , 则 P'(B) 是 普遍 可 测 的 ; 














2) Xi 是 (9 ,多 ) 到 (EB,@*) 可 测 的 ; 








(Q ,多 ) 上 可 测 的 . 














三 | 
年 
这 类 性 质 的 证 明 是 标准 的 . 如 证 (1). 设 五 e 5b 多, 则 对 任何 如 存在 Hi, Hs € 



































< H< HE EH)= Er(H2). 置 和 i(z) := E*(Hi), i = 1,2, Wh 























么 $b1 < E(H) < 加 gg € 06 HU(g1) = 4(82)， 因 此 EE( 五 ) € 56*. 对 于 
(2), 任 取 f € 5b68*, 因为 WP: 是 概率 , 故 存在 广 , 户 s 56, 满足 <f<fo 

















f (Xt) € DY 

















KP( 有 i) = JjPi(f2)， 推 出 E* 有 (Xi) = Er*fo(Xi)， 因为 fi(Xi) < 580， 故 























利用 单调 类 定理 , (3) 是 显然 的 . 




















定理 4.1.1 设 Yeb 多 , 则 对 任何 ze 五 ,t>0， 














E* (Yo0|F1) = E*'(Y). 
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证 明 由 上 面 性 质 (1) 知 
A E ZF, 






































多 的 定义 , 存在 有 界 的 多 











0， 因 此 {Yo04 关 Yo91} C071(T), 这 样 
P*(T) = 0, 因此 上 式 左 边 Y 可 


Er [PX: (Tr)] = 


E®( 


故 相 对 于 了 >, EX'yY = 下 Xe a.s., 


定义 中 所 述 的 Markov 性 . 
这 个 定理 说 明 X 关于 
然 流 是 右 连 








了 的 

















定理 4.1.2 如 果 X 关于 (多 由 
是 右 连续 的 . 


证 明 只 需 验 证 


4, 有 


(Fi) 




















TI 
Sy 一 




















多, 的 定义 , 我 们 只 需 对 


续 的 一 个 充分 条 件 . 


xX:(Y);Al. 


Xo)(Y) 是 多 可 测 的 , 因此 仅 需 验证 对 任何 


























A E 多? 验证 就 够 了 . 设 J 是 P” 在 XX, 下 的 像 ， 
0 可 测 函 数 了 w, 使 得 {Y WwW}CT € 0 且 避 人) = 






































Markov 性 ， 
j Yo 代替 . 另 一 











oY — Yl) = EIY — %l 








故 上 式 右 边 Y 也 可 








强化 了 的 上 


























) 也 有 Markov 





条 件 说 明 对 任 

















然 流 也 有 Markov 性 . 下 


性 , 则 (多 


P*(07 TT) = E*(1ro0,) = 
方面 ， 


= 0， 


jo 代替 , 而 这 时 上 式 恰 是 























看 的 定理 给 量 


EE 
Cr 
0 
er 

















) 满足 通常 条 件 . 


何 Y e520? 及 (BB,8@) 上 有 限 测 度 


E*(Yo0:|F1,) = EX'(Y) = E*(Y°0,|2;). 


故 对 站 = 所 (Xt,)… 


| 
卫 “( 世 | 多 a II fi (Xi:.,) 2 II fi( Xi, -#)°04| 
\ 1 





























出 对 任何 了 < 1080 BYI8ZA) = 
E*(14|.22) a.s. PP, 即 与 一 个 F1 可 








的 强化 , 故 A € 





fn (Xt, 


), f1,.…: ,fn € bE, 


ti<t tj>t 


ti&t tj>t 











了 (开罗 )， 




















Fs, 即 Y0 CF 因此 .Z C F. 


1 #:(X;,)- oe 


测 函 数 只 相差 一 个 P* 零 测 


最 后 的 结论 


| 
,| 


(| 多) 坝 在 取 4 € FP?, 则 14 = 


集 . 因 多 , 是 多 
的 理由 是 强化 与 取 
































右 极 限 是 可 交换 的 : 强化 后 





说 了 是 一 个 停 时 








而 不 具体 指明 相对 应 的 流 时 , 是 指 ' 





(多 4) 的 停 时 .现在 我 们 来 定义 关于 随机 时 间 的 推移 算 子 
H(w) < 00,， 定义 On (w) :一 Op (w)(w), 显然 Op 














wEQ, 








t > 0， 





如 果 玉 可 测 , 那么 Op 


Xio0n 一 入 it 万 ， 


是 (Q, 多 ) 上 可 测 映射 





定义 4.1.2 


下" (foXirl(r<w} Ar) = lr ww} 





如 果 X 关 于 右 极限 流 


是 强 Markov 过 程 . 


称 X 关 ] 
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的 右 极 限 :多 ,+ 等 于 右 极 限 多 2 的 强化 . 
已 是 关于 强化 后 的 自然 流 





也 是 9 














), 设 五 :0 一 一 R,, 对 
上 的 映射 . 对 任何 











F 一 个 适应 的 流 (Mi) 有 强 Markov 性 , 如 果 对 任何 (bs) 停 
时 下 及 ebp, x EE, 有 




















(多 +) 有 强 Markov 性 , 我 们 说 XX 





























单调 类 方法 可 以 订 








任何 Y ebF°,7reb 

















注意 从 强 Markov 性 容易 看 出 
Markov 过 程 的 强化 后 的 自然 流 满足 通常 条 件 . 








及 (Mi) 停 时 工 ， 








PE (YoOr1l(r<w}| HT) = 1(7<%} 









































于 下 面 看 上 去 更 为 简单 的 形式 . 























定理 4.1.3 过 程 X 关于 一 个 适应 的 流 (.Us) 有 强 Markov 性 当 
停 时 了, fe Cu,(B) 及 we Bt 之 0, 下 式 成 立 


E” (foXir;T < oo 


证 明 


只 需 验 证 充分 性 . 


















































和 关于 右 极 限 流 (多 i4) 


= E” (EX F(X);T < co). 


X(T) (foX,). 


(4.1.1) 








有 强 Markov 性 或 者 X 














E 明 X 关于 一 个 适应 的 流 (Ni) 有 强 Markov 性 当 且 仅 当 对 


EX7 (Y). 


是 Markov 的 . 因此 强 


下 面 证 明定 义 中 的 强 Markov 性 等 价 




















- 仅 当 对 任何 (Ai) 





(4.1.2) 





单调 类 定理 , 只 需 验 证 (4.1.1) 对 于 f € Cu(B) 成 立 就 足 








够 了 . 任 取 AeE.UT, 定义 TA := TT.1A 十 0 1A, 那么 容易 验证 TA 也 是 (Mi) 停 


时 , 代入 上 式 得 








下” ( 卫 X Te) (XiTA < co) = EE”( 

















了 (Xir)iTA < %)= EE (f(Xer);A,T < %), 


XO FX);A,T < oo)， 
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由 定义 4.1.2 推出 X 关于 (Mi) 具有 强 Markov 性 . 











引 理 4.1.2 (Dynkin) 设 X 是 强 Markov 的 ,TT 是 停 时 , a > 0, f € bE@*, 则 


























oer Uo FX) = Bf o-oo 


a 











证 明 强 Markov 性 


ek 














pe TU*f(Xr) 
= E” (sen /| ef (x)at) 
0 


= E” 人 ， U ce7Ccal :or 


2 etT) FX, 7)dt 
“0 
































= E” 广 e “tf(Xi)dt. 


T 


完成 证 明 . 














借助 豫 解 算 子 , 我 们 来 叙述 右 假 设 2. 








定义 4.1.3 设 转移 半 群 (P) 和 过 程 X 满足 (HD1). 说 (已 ) 满足 右 假 设 2(HD2)， 
如 果 对 任何 fe€ Ci(E), a > 0, 过 程 t U*f 了 (Xi) 的 几乎 所 有 轨道 是 

如 果 满 足 (HD1) 的 半 群 (Pi) 的 豫 解 U* 把 连续 函数 映 为 连续 函数 , 则 (HD2) 
成 立 . 一 个 满足 两 个 右 假设 (HD1), (HD2) 的 转移 半 群 (P) 和 对 应 的 随机 过 程 称 为 
是 右 半 群 和 右 Markov 过 程 , 简称 右 过 程 , 我 们 通常 说 随机 过 程 









































六 = (Q, F,.F,, Xi, 0:, P”) 


是 转移 半 群 为 (Pi), 状态 空间 为 的 右 过 程 . 一 个 右 过 程 称 为 是 Borel 的 , 如 果 巨 
是 Lusin 空间 (是 紧 度 量 空间 的 Borel 子 集 ) 且 (Pi) 是 Borel 转移 半 群 . 上 面 我 们 看 
到 (HD1) 实际 上 是 右 连 续 假 设 , 而 下 面 我 们 将 证 明 (HD2) 差不多 就 是 强 Markov 
性 假设 . 












































定理 4.1.4 假设 右 假设 1 成 立 , 那么 (HD2) 缠 含 着 过 程 (Xi) 是 强 Markov 过 程 . 


证 明 由 (HD2), 对 fe OC,(E), 过 程 U*f(X.) 是 右 连 续 的 . 


不 妨 设 工 < 0. 令 了 T, 是 了 的 离散 化 ， 






































因此 由 轨道 的 右 连 续 性 及 和 关于 流 (多 1) 的 
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设 了 是 (多 44) 停 时 ， 








9 





| 
- EHF. 
27 2 


单 Markov 性 ， 


简 











wf ef (Xr)dt= mm | ef (Xe, )dt 


0 














= lim 》 E” (ex / 
Nn 0 


= lim 》 E” U ef 
大 0 


k 
pi 27 


k 
CA .A He | 


= lim E*U*f(Xzr,) = E*U*f(X7) 


| etE*EX(T) F(X )dt, 
0 








E* 


























即 t 上 EE?f(XiiT) 与 二 
连续 的 , 故 对 任何 如 








coX(T)f(X,) 有 相同 的 Laplace 变换 , 因为 两 者 都 是 右 





Ef(Xir)=E 








让 WA 














推出 X 是 强 Markov 的 . 
实际 上 , 反 过 来 也 差不多 成 立 ， 如 果 

















Markov 过 程 强 含 着 (HD2) 成 立 . 一 般 地 , 如 果 没 有 Borel 转移 半 群 的 假设 ， 











(Pi) 是 Borel 转移 半 群 , 那么 和 是 强 





是 
个 


























Ma 





了 








有 强 Markov 性 的 右 连 续 简 单 Markov 过 程 不 








定理 4.1.5 如 果 X 是 简单 右 连续 Markov 过 程 ， 





Borel 转移 半 群 , 那么 (HD2) 成 立 . 





E 是 右 过 程 . 





























有 强 Markov 性 且 (已 ) 是 





~ 
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证 明 只 需 证 明 如 果 f € 5b6, 那么 tt Up) 是 右 连续 的 .因为 P 是 Borel 
的 , 故 UV?f €e b8. 因此 t FOX ) 是 可 选 过 程 . 由 Dynkin 公式 对 任何 停 时 列 
Tn 4 TT, 












































E®(e "U(X )) = "| etf (Xe)dt 
ei 


一 一 = 小 ef(Xi)dt = E*(e 2 197(XT))， 
并 




















Meyer 的 截面 定理 推出 过 程 上 rm e 2032j(X) 是 右 连 续 的 , 因此 过 程 t 性 
U4f(Xi) 也 是 右 连续 的 . 
下 面 的 定理 通常 称 为 Blumenthal 0-1 律 . 










































































定理 4.1.6 (Blumenthal) 设 4 € 多 0, 则 对 任何 ze 一 ,了 Pz(4) 等 于 0 或 1. 








证 明 容易 验证 对 任何 Be 多 0%, 9091B = B. 现在 A € 0, 则 对 任何 马上 的 分 





























布 1, 存在 Be F209 使 得 P*(B A 4) = 0. Markov 性 ，P%(g 1*B A 9751'4) = 
































P*(B 人 A) = 0, 因此 P*(A 人 95 4)=P*(B 人 907"B) = 0 对 任何 成立 . 再 利用 





Markov 性 ， 


P*(A)= P(AN0'A)= E*(14°00; A) = E*[P*X°(A); A] = (P”(A))’, 











因此 定理 结论 成 立 . 








例 4.1.1 我 们 给 一 个 连续 简单 Markov 过 程 但 不 满足 强 Markov 性 的 例子 . 设 
马 = [0,co), 概率 空间 (Q 和 ,多 ',P') 上 随机 变量 了 服从 参数 为 c > 0 的 指数 分 布 . 定 
义 对 任何 > 0, XX? := 二 xX 十 t, 而 











取 Q 为 连续 轨道 样本 空间 , 定义 &jw'(t) := Xz(wo) ,那么 和 是 Q 到 9 的 可 测 映 
射 . 定义 P”:= 了 Po , 则 {P*} 是 Markov 的 但 不 是 强 Markov 的 . 

当 z>0 时 , Xi 二 Zz 十 ta.s. P*. 设 T 是 {0} 的 首 离 时 (0 的 holding time), 那 
么 了 服从 参数 e 的 指数 分 布 , 且 在 概率 了 " 下 ， 
































第 四 章 ”Markov 过 程 基础 


201 








人 
0， 0O<t<7, 
a 
【一 工 二 过 了. 
令 Pi(z,4) := P*(X, € A), 那么 
人 Z > 0， 
ee Pe 


(PT >t)eo(dy)+P(t—- Tedy,T<t), z=0. 


让 我 们 验证 对 于 f,g € 0@， 








事实 上 , 当 zw > 0 时 显然 . 设 z= 0, 写 了 = Po, 则 





(9(X。)7CXi+s)) 














二 E" g(Xs)f (Xits), T < 5) 十 E"(g(X,)f (Xs),s <T<tt+ 5) 





+ E(g(Xs)f (Xi4s),T > t+s) 























= E’(g(s— T)f(t+s—T),T <s)+g(0)E (f(t+s—T),s<T<t+s) 














+ g(0)f(0)P°(T >t+s) 








= E"(g(s— T)f(t+s—T),T <s)+g(0)P(T > s)E(f(t—T),T <t) 























+ g(0)fF(0)P"(T > t+ s) 
= P(g(s— T)f(s+t—T),T < s) 
+ P(T > s)g(0) (PF (ET),T < + PT > fF0)) 


= P(g(s— T)Pf(s—T),T < s)+P"(T > s)g(0)Pf(0) = P,(gPf)(0). 





第 三 个 等 号 因为 了 是 指数 分 布 ， 











t+s 
E(f(t+s—-T),s<T<t+s)= / ce “f(t+s—u)du 


= | ce f(t— udu= PT > s)E (f(t -7T),T < 加. 
0 
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第 四 个 等 号 也 因为 了 是 指数 分 布 的 遗忘 性 P"?(T > 上 二 s) = P"(T > t)P"(T > 5). 
因此 {P*} 是 Markov 的 , 它 显 然 不 是 强 Markov 的 . 对 t+t>0, 了 (Xir =0) = 0， 
而 Po(Pxr (Xs = 0)) = Po(Xt = 0) = et. | 


























在 第 二 章 中 引入 的 Poisson 过 程 和 Brown 运动 都 是 Borel 右 过 程 . 设 B 是 
d- 维 Brown 运动 , 4 e 多 (Rs),7T 是 4 的 首 中 时 , 那么 





























PAf(z) := E*(f(Bi);T >1t), rE Rt>0 














定义 了 另 一 个 及 4 上 的 转移 半 群 , 但 是 它 不 是 Borel 转移 半 群 , 因为 {7 > 寻 e 89， 
一 般 不 在 多 0 中 , 故 PAf 仅 是 8* 可 测 的 , 即使 上 是 8- 可 测 的 . 因此 右 半 群 或 者 右 
过 程 的 引入 是 必要 的 . 

回 到 瑰 解 算 子 . 如 果 右 半 群 (PI) 与 (P2) 有 相同 的 豫 解 ,由 Laplace 变换 的 唯 
性 推出 对 任何 有 界 连续 函数 f, Pif = P2 记 因 为 两 者 关于 上 都 是 右 连续 的 . 因此 
Pi = P2, 即 弥 解 唯一 地 决定 半 群 本 身 , 但 位 势 算 子 最 主要 的 性 质 是 下 面 的 驳 解 方程 . 
定理 4.1.7 对 任何 ,8 > 0, 有 

















































































































U“— US+(a— BU*UVS=0. 


故 位 势 算 子 可 以 交换 UU? = UP?U®. 





证 明 由 半 群 性 质 P,P, = 已 ,。 容 易 验证 





e “PU°*f = 1 e et Pi dt. 
3 


USU®*f(z) = e psP.U"j(z)ds 


-|/ ee-ords { e ®tP,f (zr)dt 
0 


Ss 


oo t 

一 -oatp, f(z)dt (a-B)sds 
e (9 / e 5 
Uef(z) - Uef(z) 

= ee 
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下 面 我 们 介绍 生成 算 子 . 不 妨 设 和 是 Borel 右 过 程 . 用 
测 函数 全 体 , | := supsesp |f(z)|, f € 多 ,那么 Pf < 471， 








锅 上 压 纵 算 子 . 让 我 们 考虑 形式 算 子 














. P.—I dP, 
4 := lim 过 |t=0, 
t 一 0 dt 
则 
dP P:,,—P 
“一 lim -+ 全 AP.,. 
dt s—0 5 
因此 已 = et4 











或 者 说 4 = a 一 (VU*)-!. 这 个 算 子 4 称 为 是 (P,) 
























































半 群 满足 一 定 条 件 时 , 这 个 形式 算 子 有 一 个 精确 的 定义 并 唯 
Hille-Yosida 理论 . 后 面 介绍 的 Feller 半 群 在 适当 选取 的 
这 里 半 群 一 般 不 满足 这 些 条 件 , 但 我 们 仍然 可 以 给 4 














二 Us (9 











引 理 4.1.3 多 与 .NU 与 a 无 关 








Ha N Ns, = {0}. 














证 明 对 任何 f € 久 ， 














耶 解 方程 U*f = US[f 


























名 s C 多 推出 多 。= 多 s. 类 似 地 ， 




















蕴含 Usj = 0, 因此 .fs Ch. 同 理 





E 出 相反 的 包含 关系 . 








写 多 = 多 ,NH = A. 如 果 fe 妇 Nn .NH, 那么 存在 ge BG, 使 得 f= Ulg 





对 任何 6, U5?f = 0. 因 








L 乎 处 处 为 零 ， 因 











USf(z) = 0 比 售 sm P,f(z) 此 f(x)=0. 





现在 定义 D(4) := 罗 , 对 任何 fe D(A), 定义 


Af := af 一 小 





























间 G/N 上 唯 























的 生成 算 子 或 无 穷 小 算 子 . 当 


1({0}), 分 别 是 值 域 与 零 


(a 一 BU? 有 ], 因此 多 。C ga. 同 理 


为 esP,f(z) = J etPigdt, 故 lim,s,o Psf(x) = f(x). 而 





表示 马上 有 界 可 
即 已 是 Banach 空间 

















-地 决定 半 群 , 称 为 是 





空间 后 是 满足 这 些 条 件 的 . 
一 个 严格 的 定义 





A 








于 Uf=(T- (a— BU VI, 疏 UPS = 
































其 中 U%g = f. 当然 g 不 是 唯一 的 , 但 两 个 这 样 的 9 的 差 在 .Y 中 , 因此 4f 在 商 空 
决定 的 . 现在 需要 证 明 右 边 与 a 无关 , 即 验 证 af-g-(8f-h)e./7， 
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TT 





中 USh = f. 由 潍 解 方程 


U®(af ~g— Bf+h) 





=aU*f—f— BU*f+U®h 





= (oPUf-f+(U (a BU US 


= 0. 





这 里 的 (4,D(4)) 称 为 是 X 的 生成 算 子 . 




















定理 4.1.8 设 Xi = (0D, 多 "XiP?),i= 1,2 是 两 个 Markov 过 程 , 生成 算 子 分 别 


为 4 :i 二 1,2. 如 果 A1 = 4 那么 pz = Pz, ze 万 . 





证 明 Ai = As 等 价 于 两 个 驳 解 U? 与 US 的 值 域 多 与 零 集 .1 分 别 相同 . 贡 
在 需要 验证 对 任何 g e @, U?g = USg， 因 为 值 域 相同 , 存在 f € 6,, 使 得 
































Ba 
CS 




















Ur?g = U8?f, 记 为 wu, 那么 Aiw = au 一 9q 4 = av 一族 推 出 上 -ge 














Urg= U2f = U29. 











例 4.1.2 设 {P*} 是 R 上 Brown 运动 . 这 时 0 是 连续 轨道 全 体 . 我 们 来 算 它 的 生 
成 算 子 4. 任 取 有 界 可 测 函 数 f,a >0. 令 以 = Uf, 那 么 由 Brown 运动 的 位 势 算 
子 的 表达 式 ( 见 习题 ) 















































中 1 2 
2 (Z) = 十 2)d 】 6 0 er odt 
(a) J jy 


2 Vaaly 
= /i De yidy 





1 一 V2aly 一 z| 
二 sa ”ff(Wdy 
a V2a (9) 


OV dt eV2az 








pr a 
= e JJ)dy 十 = e f(y)dy. 
V2a i (y) V2a 加 W) 








因此 w 是 绝对 连续 的 ， 











wn) ee ovay ev ef)ay. 


一 
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显然 w 也 是 绝对 连续 的 , 且 w” = 2au - 2 了 . 令 




















多 | := {u € 0 多 (R) : u 绝 对 连续 , w 绝对 连续 且 w” 有 界 }， 








pe A 1 1 
那么 多 CR. 反之 ;车 wwER1,) 令 f=au- zu ,那么 f EB(R) 晶 v:=U°*f 


















































也 满足 v” = 2awv 一 2f. 因此 w := 4 一 v 满足 方程 w” = 2w 且 有 界 , 因此 w= w. 故 
而 多 C 史 ,推出 罗 = 多 +. 然后 我 们 再 来 看 NH. 如 果 w= Uf = 0, 那么 由 上 再 
方程 得 f = 0 a.e., 因此 


















































N={f eB(R): f=0a.e.}. 





1 
这 样 我 们 得 到 D(4) = 多 且 hu = ww | 


例 4.1.3 (反射 Brown 运动 ) 设 {P?} 是 及 上 Brown 运动 .考虑 一 种 状态 空间 的 
变换 . 用 9 表示 以 [0, co) 为 状态 空间 的 样本 空间 , 多 9", 有 多 0 是 其 对 应 o- 代数 ,定义 



































上 oo:=Iob wo € 0, t>0. 


它 是 9 到 9 的 可 测 映 射 . 对 任何 z > 0, 定义 





Pr .= prot-l. 








4 


下 面 我 们 证 明 {P? :x > 0} 也 是 Markov 过 程 . 先 证 明 P-?o€-1 = PpP?o&-1. 导 
实 上 ,XX4o€ = |X4| 且 因 为 热 核 半 群 的 对 称 性 Pi(z, 4) = 已 (-z, 一 4)， 故 
































Pp (Xes4)=P “(X,e AU(-A))= P(X € AU(-A))= P”(|X,| € A). 












































单调 类 定理 推出 P* 与 P-* 在 & 有 相同 的 像 .对 任何 t,s > 0, AC%(R;)， 
A Ee 区 0, x 之 0, 那么 -1A € 1, 且 














了 (Xi+s SG A, A) = Pp” Xits| € A,é "A) 
= E”(P™'(|X,| € A),é A) 


= E*(PIXI(X, € A),€-!A) 




















= EE’ (PX:(X, € A), A). 
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过 程 {Pr*} 称 为 是 0 点 反射 的 Brown 运动 . 这 里 用 到 Brown 运动 的 对 称 性 . 

零点 反射 的 Brown 运动 的 生成 算 子 可 利用 Brown 运动 的 生成 算 子 计算 . 
;表示 对 应 的 半 群 , 驳 解 , 生成 算 子 . 对 [0,eo) 上 的 函数 J， f(z) := jlzl), 那么 
户 f = Pf, Uf =U*f. 因此 D(A)= {Uf :febB(R,)}. 由 上 例 得 知 




















二 




































































D(4) = {ue b 多 (R14): vw 绝对 连续 , wu' 绝对 连续 且 w ”有 界 , wu' (0) = 0}， 


有 Au= 3 0 





例 4.1.4 上 例 由 Brown 运动 得 到 反射 Brown 运动 的 程序 是 一 种 称 为 状态 空间 变 
换 的 特例 . 设 {P*} 是 状态 空间 妃 上 的 Markov 过 程 , 户 是 另外 一 个 Lusin 空间 , 儿 
是 巨 到 户 的 连续 满 射 , 那么 诱导 万 的 样本 空间 Q 到 到 的 样本 空间 的 映射 , 仍 
记 为 WwW: ww(t) = 儿 (w()). 但 它 要 诱导 五 上 的 Markov 过 程 还 需要 一 个 苛刻 的 条 件 : 
对 任何 xz,y €E BB 及 的 有 界 随机 变量 廊 , 如 果 w%(z) = w(y), 那么 









































“(Hoy) = E’(HoY). 























这 时 我 们 定义 了 yt*) = P*oy-1, ze 互 . 可 以 证 明 { 和 * :人 e 瑟 } 是 Markov 过 程 . 
P,) 表示 对 应 的 转移 半 群 , 则 (Pf)owv = Pi(fowv), 其 中 ff 是 请 上 的 非 负 可 测 函 数 . | 






































附 oa- 代数 的 完备 化 与 强化 ”在 这 里 我 们 简要 介绍 并 讨论 o- 代数 的 完备 化 与 强化 
的 概念 . 设 (已 ,B) 是 一 个 可 测 空间 . 为 方便 , 记号 j € 8, 5E, el 分别 表示 f 是 
,8) 上 可 测 , 有 界 可 测 , 非 负 可 测 函 数 . 用 M 表示 (B,6) 上 有 限 测度 全 体 . 让 我 
门 回忆 一 下 完备 与 完备 化 的 概念 . 取 je M, 说 8 的 子 o- 代数 多 关于 ji 是 完 

的 , 如 果 多 的 万 零 测 集 的 子 集 也 属于 多 . 任何 子 o- 代数 都 可 以 完备 化 , 多 关于 
的 完备 化 , 记 为 多 ", 是 多 与 多 中 j- 零 测 集 的 子 集 所 生成 的 o- 代数 , 即 

























































































HB" := 0(BUNS), 




















其 中 NS 是 多 中 的 jy- 零 测 集 及 其 子 集 全 体 . 显然 , 如 果 多 1 C 多 ;2, 那么 B81 C 9. 
不 难 验 证 Be 多 * 当 且 仅 当 存 在 Bl, By e 多 ,使 得 B11CBCB, Hn(Bs\Bi)=0. 
由 此 可 以 推出 f € b 多 * 当 且 仪 当 存 在 fi,f。 € b 多 ,使 得 有 <<f<foHy(fi 
f2)=0. 

例 4.1.5 设 史 是 9 = [0,1| 上 的 Borel o- 代数,1/ 是 其 上 Lebesgue 测度 , 则 
























































(9, 多 ,4) 不 是 完备 的 , 且 多 关于 4 
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的 完备 化 是 9 上 Lebesgue 可 测 集 全 体 . 平凡 





























o- 代数 {gg,Q} 是 完备 的 . 取 4e 罗 ,4 及 4 都 至 少 有 两 个 点 , 则 由 4 生成 的 o- 


代数 {1c,4;,42,01+ 当 0<A4)<1 
取 x € 0, 显然 多 关于 Dirac 
关于 es 也 是 完备 的 . 























是 完备 的 , 否则 不 是 完备 的 . 
测度 ez 的 完备 化 是 9 的 子 集 全 体 , 而 {2,0} 























用 .Nr* 表示 8 的 4- 零 测 集 及 其 子 集 全 体 . 8 的 子 o- 代数 称 为 是 增强 的 , 如 果 








多 DN". 类 似 地 , 多 关于 与 8 的 强化 , 记 为 多 *, 定义 为 多 与 .Vr 一 起 生成 





的 o- 代数 , 即 


显然 , By = E84, 但 一 般 地 多 4 C 名! 
也 有 一 个 等 价 条 件 : 多 * 是 所 有 包含 





:=0BUN'). 














C Er 且 如 果 多 1 C 多 2, 那么 1 C 多 !. 强化 
多 且 关 于 与 8 是 增强 的 o- 代数 的 交 . 




















例 4.1.6 仍 取 例 4.1.4 中 的 (9, 多， 











由 则 平 几 o- 代数 {1G,Q} 关于 4 与 多 的 强 








化 是 Lebesgue 零 测 集 及 其 补 集 全体 , 而 关于 e。 与 多 的 强化 是 Q 子 集 全 体 ， 是 





例 4.1.6 说 明 B+ 了 源 {BUN : 
代数 . 但 有 下 列 性 质 . 

















Be 多,N e .NY}, 因为 这 时 右边 一 般 不 是 c- 

















引 理 4.1.4 4e 多 * 当 且 仅 当 存在 




















BE 多 ,使 得 A4 八 Be.Nr. 函数 f 关于 多!* 


可 测 当 且 仅 当 存在 g € 多 , 使 得 {f g} EN*. 














证 明 令 
2 := 二 {4CQ: 存 垦 


车 Aemt, 则 A=[B\(B\A 





然 包 含 了 多 与 NH*, 而 容易 验证 7 
习 留 给 读者 . 








EBe 多 使 得 4A Be.Nr*}. 





]U(4\B)e 多 *, 故 fC 多 rt. 反 过 来 ,7 显 
是 一 个 o- 代数 , 故 of D 多 r+. 第 二 部 分 作为 练 

















习 题 





1. Radon 空间 的 普遍 可 测 集 仍然 是 Radon 空间 . 


2. 证 明 强 化 后 的 右 极 限 多 ,+ 等 于 


对 任何 s > t, 多 。 ZN, 因此 






































右 极限 FL 的 强化 . 用 多 , 表示 多 0 的 强化 . 
其 


Fi D Z,. 反之 , F141; = 站 , ZF, 其 中 tn 之 也 
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. 设 {P”: x € B} 是 一 个 Markov 过 程 . G 是 已 的 开 子 


tn 4 t， 对 任何 了 Epo8i 有 Ye€ 8， 任 取 几 存在 攻防。 Eb 多 ? ,满足 











Yn,1 < Y < Yn,2 且 Dh Yr 3 FY, ,2. 人 Yi := lim sup 了 1， Ys» := lim inf Y;,,2, 



































那么 六 ,Yo EbFL ,VSY < HAE- nn)=0. 因 此 Ye Z,. 

















. 设 了 是 (多 0) 停 时 , 证明: ZF4 的 强化 是 Fr = {4eEF:AN{T<te 


了 多， 对 所 有 贡 . 





. 求 例 4.1.1 中 过 程 {P*} 的 生成 算 子 . 
. 证 明 : 对 a > 0， 





o V2rnt V2a 














. ([0,1] 上 反射 Brown 运动 ) 设 少 是 周期 2 的 函数 , w(x) := 1-|z 一 1|, x € 1[0,2]. 

















证 明 : vy(B.) 是 [0,1] 上 的 Markov 过 程 . 求 其 生成 算 子 . 





. 为 了 避免 一 个 等 价 类 的 麻烦 ,我们 通常 在 一 个 比 有 界 可 测 函 数 更 小 的 函数 类 上 





来 考虑 生成 算 子 . 引入 函数 类 


2Z(E):= {f € @: 对 任何 xz € E, FIX) —— 帮 IIXo) ess. P”}, 


将 
TH 








bh ess. P” 指 对 任何 t,, 4 0, limn f(Xi,) = f(Xo) a.s. P*. 证 明 : 
1) Cu(E)C 9(E); 


2) U8, C D9(E), 因此 UD(E) C 9(B); 








3) 对 任何 fe 9(E), 过 程 f(X.) 右 连续 ; 


4) U* (EB) 与 a 无关 ; 











5) 如 果 fe 9B(E), U*f=0, 则 f=0. 
然后 定义 D(4) = VU*9(E), Au = au 一 了 .如 果 w=U*f, fe 9(E), 那么 算 
子 (4,D(4)) 也 唯一 地 决定 {P?}. 




















hu 

















,人 是 G 的 首 离 时 . 
定义 Qi(z, 4) := P*(X, € 4,t < 了 T). 证 明 : (Q,) 是 (EB,@*) 上 的 转移 函数 半 
群 . ( 它 所 对 应 的 Markov 过 程 称 为 是 {P”} 的 子 过 程 , 这 个 变换 称 为 是 killing 
变换 .) 
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84.2 过 分 函数 与 精细 拓扑 











继续 讨论 右 过 程 X 的 性 质 . 注意 半 群 (已 ) 可 以 自动 地 看 成 (已 ,E@*) 上 的 半 群 . 
对 aw>0 记 Pe:=e “Pi 也 是 一 个 转移 半 群 . 设 f 是 一 个 取 值 [0, co] 的 普遍 可 测 
函数 . 如 果 对 任何 t+> 0, PFf < f, 说 了 是 a- 上 平均 的 . 如 果 了 是 a- 上 平均 的 , 那 
么 上 mm Pr 了 递减. 









































引 理 4.2.1 设 /是 非 负 善 遍 可 测 函 数 且 f(X.) 可 积 , 则 f 是 w- 上 平均 的 当 且 仅 当 
对 任何 ze 五 ,过程 {fe- “tf(Xi)} 是 (0, 多,P*) 上 (多 ,) 上 蒜 ， 



































证 明 设 了 是 a- 上 平均 的 ， Markov 怕 





了 (ee (t+ F(X s)|F) = et EX fF(X,) 


= e (ts) Pp FOX < ef(X,). 





By 








此 按 定义 , 过 程 {es“*f(Xi), Zt} 是 上 拷 . 反 过 来 , 由 上 诸 定 义 ， 





Pr f(z) = E’(E’(e ® f(X)|F0)) < E*f(Xo) = f(z), 











故 f 是 a- 上 平均 的 . 
函数 f 称 为 是 a- 过 分 的 , 如 果 它 是 a- 上 平均 的 























f =1 lim Pef. 
tl0 























] S*( 氏 ) 或 S* 表示 Qa- 过 分 函数 全 体 , 当 a = 0 时 , 就 省 略 这 个 符号 . 设 f 是 a- 上 
平均 的 , 令 让 :=T limwo Pr?f, 称 它 是 f 的 正则 化 . 显然 上 > f. 由 单调 收敛 定理 不 
难 验 证 下 列 结论 . 























定理 4.2.1 设 f 是 a- 上 平均 的 , 则 fe Sr 且 是 被 了 控制 的 最 大 a- 过 分 函数 . 
我 们 现 列 出 S* 的 一 些 简 单 性 质 . 


列 性 质 : 

















引 理 4.2.2 过 分 函数 有 
(CyS™ 是 一 个 锥 |; 


(2) S* 对 递增 函数 列 极限 封闭 ; 


wa 
























































(3) 如 果 w > > 0, 那么 SDDS" 且 Sr= 门 、S*; 





(4) 如 果 了 是非 负 8*- 可 测 的 , 那么 了 的 a- 位 势 U*f < Ss”; 
(5) f € S* 当 且 仅 当 861 +eo 时 , 8U*+8 了 递增 收 全 于 f; 


(6) 设 a > 0, fe S*, 则 存在 g, € 06+ 使 得 U*g, Tf. 









































证 明 (1), (2) 及 (3) 的 前 半 部 分 由 定义 是 显然 的 . 下 面 验证 (3) 的 第 二 部 分 . 包 
含 关系 CC 是 显然 的 , 我 们 来 验证 反 包 含 . 设 fe 站 >, S*, 则 映射 a 五 PFf(z) 与 


tr Pr*f(z) 是 递减 的 , Prf=lims. Prf<f 















































1 lim P f =1T lim T lim Pr f =1T lim ?lim Prf=/. 
t 一 0 t 一 0 alr alr 人 





(4) 当 上 上 4 0, 由 半 群 性 质 




















e “ttPU°f(r)= 下 e “spP,f(r)ds TU®f(x). 


t 
因此 Uf € Ss°. 

对 于 (5), 验证 充分 性 . 先 设 上 有 界 , 则 当 6 > 0, U?+*f 有 界 . 由 驳 解 方程 
U8+ej = Ur*(f -8U8pteh 门 ESe. 一 般 地 , 由 单调 收敛 定理 , USte(n 入 f) ?UStef， 
故 U5T%f egSs. 因此 f 是 S* 中 递增 函数 列 nU"™t9f 的 极限 , 由 上 面 性 质 (2)， 
Esc. 反之 , 如 果 fe S*, 邦 么 对 任何 6 > 0， 















































Im. 





















































re | 


lim 8UP+ej = lim | e ‘Prfdt=f. 
B— 00 局 


有 一 co 0 


因此 8 一 6Us+p8/ 递增 且 由 单调 收敛 定理 , lime_,。 6BU"+ej = 
最 后 证 明 (6). 由 (5) 得 nU"t+*f1f, 令 























gusk := n(f Ak— nU™te(f AN) 
































则 gn € DG Ugnp 关于 n, 有 都 递增 有 旦 收敛 于 f， 令 g := gnn， 则 
Ugn Tf. 
和 的 简单 Markov 性 不 难 验 证 : 如 果 f 是 有 界 非 负 可 测 函 数 , a > 0, 那么 上 
款 (e-“*U® 了 (Xi)) 有 下 面 的 Doob-Meyer 分 解 : 
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理 4.2.2 的 (6) 说 明 , 当 a > 0 时 , a- 过 分 函数 是 a- 位 势 函数 的 递增 极限 . 此 结论 
a = 0 时 一 般 是 不 成 立 的 . 为 了 看 清 这 个 问题 , 我 们 先 来 看 所 谓 的 位 势 核 , 直观 地 
,对 z E 如, A & 8, 位 势 核 





| 上 也 























< 

















U(z,4) := U0(z,4) = E” 站 1a (Xi)dt, 





即 V(z,4) 是 过 程 从 z 点 出 发 , 逗留 在 集合 4 中 的 平均 时 间 . 一 般 地 , U(x,:) 是 一 
个 s- 有 限 测 度 , 未 必 是 o- 有 限 的 , 更 不 同 于 Qa- 位 势 核 V0* (x,:) 是 有 限 的 . 














定义 4.2.1 半 群 (Pi) 称 为 暂 留 的 , 如 果 存 在 集 列 KK,, 1? 妃 , Ke 6*, 使 得 U(., K,) 

是 有 界 的 . 
显然 如 果 a > 0, 那么 半 群 (Pr) 是 暂 留 的 . 暂 留 的 直观 意义 是 过 程 的 轨道 处 在 

一 个 有 界 区 域内 的 平均 时 间 是 有 限 的 . 

例 4.2.1 计算 Re 上 热 核 半 群 的 位 势 核 , 则 



























































因此 当 d= 1,2 时 , ww 三 十 oo. 当 4dzz3 时， 



































和 
ul(Z) = 区 
272 |Z|2-? 
而 位 势 核 V(z,dy) = u(y 一 Zz)dy. 容易 验证 当 d= 1,2 时 , Ul14 三 0 或 oo. 这 时 热 
核 半 群 是 常 返 的 , 其 过 分 函数 不 可 能 是 位 势 的 极限 . 当 4d > 3 时 , 热 核 半 群 是 暂 留 的 . 
这 说 明 3- 维 或 3- 维 以 上 的 Brown 运动 最 终 将 走向 无 穷 远 处 . | 





对 于 和 暂 留 的 半 群 , 过 分 函数 仍然 是 位 势 函 数 的 递增 极限 . 
定理 4.2.2 设 半 群 (P,) 是 暂 留 的 , fs S, 则 存在 gs 564，, 使 得 Ug,, 1 f 且 对 每 
个 n, gn 与 Ugn 是 有 界 的 . 


证 明 取 以 上 定义 中 所 言 的 集 列 {Kn}, 令 hn := nlg,, 则 Uh, 有 界 且 PT +oo. 
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令 f=-0Vhe A 了 于 次 fi 是 上 平 鬼 的 ; 
Pifn < PURh, = 人 Pohnds | 0. 令 














有 界 








-递增 收敛 于 f. 当 t 1 十 oo 时 ， 

















Yn,k :一 k(fi 2 Pi fa), 


则 


Wa 


0 


t 
/ Psgn,xds = ( 

0 
人 :( 


0 


因此 Ug 二 J Pfds, 它 关于 n,k 递增 收 化 


且 gn < nfn, Ugn < fn 有 界 . 
定理 4.2.3 对 任何 a > 0, fe S*, 过 程 f( 





证 明 存在 go > 0, 使 得 U*g, 1 f， 因 
.存在 左 极限 的 . 而 e-。 
E (参考 83.3 习题 或 文献 [15]), 过 程 f(X. 
五 上 的 非 负 函数 了 称 为 是 近乎 Borel 

















Ugn(XX.) 是 右 连续 





De=! 


定 


业 


k 


Pfuds 


) 


F fs 故 若 Yn = n,n 则 U gn 下 


十 
as- | 


t 填 训 
Psfnrds 


家 























X.) 是 右 连续 且 存 在 左 极限 的 . 





为 ei-*tU9g,(Xi) 是 右 连 续 上 款 ， 故 
egn(X) Te-etpF(X) ,因此 由 Meyer 
是 右 连 续 日 左 极限 存在 . 
可 测 的 , 如 果 对 巨 上 任何 概率 ,存在 









































Borel 可 测 函 数 ,fo, 使 得 <f<f 





过 程 (有 (Xi)) 与 (f2(Xi)) 是 P* 不 可 








与 一 个 Borel 可 洲 








区 分 的 , 即 X 不 能 将 其 | 








函数 区 分 开 . 我 们 月 





月 8" 表示 瑟 上 近 














乎 Borel 可 测 集 全 体 , 则 8” 是 o- 代数 
称 为 是 可 选 的 , 如 果 f(X.) 是 (不 可 
的 , 如 果 对 任何 EE 上 概率 jv, f(X.) 是 ( 
B €e 68* 称 为 可 选 或 近乎 可 选 , 妇 





疏 





















































1 果 其 指标 1p 是 . 容易 验 订 


BCCEmCCG 一 个 8* 可 测 函 数 f 


区 分 于 ) 一 个 (多 ,) 可 选 过 程 ; 称 为 是 近乎 可 选 
PX- 不 可 区 分 于 ) 


-个 (ZF!)- 可 选 过程 . 子 身 
FE 近乎 Borel 集 一 定 是 近 


Mr 














平 可 选 的 . 另外 由 定理 4.2.3 推出 w- 过 分 函数 是 可 选 的 . 
定理 4.2.4 设 w > 0. 如 果 XX 是 Borel 右 过 程 , 则 任何 w- 过 分 函数 是 近乎 Borel 
可 测 的 . 


证 明 不 妨 设 f= Uh,heber. 对 EE 上 


的 概率 测度 jy, 存在 hi,h。€ bE61，, 使 得 


hi < h < h> 且 WU ({hi 2 h2}) 二 0， 那么 Uh < f < UP 且 对 任何 0， 
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or (US(hs — hi)(X)) = epPrU (hs — hi) < euU (hs—hi)=0. 























于 此 对 任何 t >> 0, Uh2(Xi) = Uhi(Xi), Pr-a.s.， 由 右 连 续 性 推出 两 个 过 程 是 
P+*- 不 可 区 分 的 . 因此 f € @". 
Ge 表示 U SsS* 生成 的 o- 代数 , 定理 说 明 如 果 X 是 Borel 右 过 程 , 那么 


a>0 


CECE"CE*.C— 般 右 过 程 不 一 定 对 . 



























































定理 4.2.5 设 X 是 右 过 程 , 则 
1) P, 是 (B,8@°) 上 的 核 ; 

2) 8° 可 测 函数 是 可 选 的 ; 
3) CC Ge. 








证 明 (1) 成 立 是 因为 PS“ CS*. 

2) 若 fe€ S”, 则 由 定理 4.2.3, 过 程 f(X.) 是 右 连 续 且 有 左 极限 , 故 过 程 (foX) 

是 可 选 的 . 然后 由 单调 类 定理 推出 (2) 成 立 . 

3) 对 任何 fs Ci(E), 由 XX 的 右 连 续 性 , 当 a 一 ce 时 , qaU® 了 点 点 收 僵 于 户 

因此 fe 8°, 故 8@Ce@*. 
下 面 所 谓 停 时 都 是 指 (多 i)- 停 时 . 


何 t>0, {Da < €e(F)*CF, 






































































































































实现 如 果 A e 8, 那么 由 定理 3.1.6 看 出 对 任 
多 ,因此 Da 和 Th4 是 停 时 . 它们 是 停 时 这 
个 结论 是 我 们 强化 自然 流 的 最 主要 的 理由 之 一 . 但 我 们 有 更 一 般 的 结论 . 


定理 4.2.6 如 果 4 是 近乎 可 选 的 , 那么 4 的 进入 时 与 首 中 时 D4, Ta4 是 停 时 . 

















































































































证 明 定义 知 , 对 任何 上 概率 1, 14(X.) 是 (多 )- 可 选 的 , 因此 是 (多 /)- 循 序 
可 测 的 . 由 定理 3.1.7 而 和 对 于 4 的 进入 时 或 首 中 时 就 是 14(X) 对 于 Borel 集 
{1} 的 进入 时 或 首 中 时 . 故 由 定理 3.1.7, D4, Th 是 (FL)- 停 时 , 因为 j 是 任意 的 ， 
故 它们 是 (多 ,) 停 时 . 

现在 我 们 引入 正则 点 的 概念 . 


























































































































定义 4.2.2 设 4 是 近乎 可 选集 ,ze B. 称 x 关于 4A 是 正则 的 (或 4 的 正则 点 )， 
如 果 






































] 47 表示 4 的 正则 点 全 体 , 记 4 := 4 U A", 并 称 它 是 4 的 精细 闭 包 . 
因为 {T4 = 0} € .Go, 由 Blumenthal 0-1 律 ,x 4 A” 当 且 仅 当 P*(Th% > 0)=1. 
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直观 地 , z < A" 意味 着 从 z 点 上 











是 4 及 其 补 集 4° 的 
寸 程 必 将 在 4A。 
二 二 


出 发 的 过 
A"CA. 



























































Br = {095 =1}e8°. 

















Ta 的 定义 不 难看 


设 4 是 近乎 可 选 的 , 则 在 {T4 < co 上 , Xn。E 4 a.s. 换 名 话说 , 对 任 


p* (Xr, ¢ A,Ta < oo) = 0. 








Prz(X7r ¢ A,Ta < oo) 


Pp” (XT, ¢ A, Xr7, ¢ A™, Th 00) 


Pp” (XT, ¢ A 00, TAOT, 一 0) 











E* (Xn, ¢ 47,T4 < oo, 了 (Ta)(TA = 








定理 4.2.7 
何 ZE 五， 
证 明 
强 Markov 性 得 
浆 

完成 证 明 . 

一 个 随机 时 间 
全 ==t 十 To01; 如 果 


t mt 十 To0 是 递 


止 时 , 则 上 +Teb > 并 vt 一 个 集 


























人 称 为 原始 的 终止 时 , 如 果 对 任何 t+> 0,T >t 蕴含 着 
它 还 是 停 时 , 那么 称 为 终止 时 ， 如果 工 是 原始 的 终止 时 ， 则 





曙 的 , 它 称 为 是 恰好 的 , 如果 了 =| lims_olt 十 To04). 如 果 卫 是 终 











合 Be 6° 的 首 中 时 与 进入 时 都 





















































a 当 TA<o0 时 ， {Xr ¢ A} C {Tha°O7, 一 0}, 



































发 的 轨道 将 立刻 遇 到 4. 要 注意 的 是 z 可 以 同时 
E 则 点 ， 如果 4 是 闭 集 , 则 由 轨道 右 连续 性 , 从 开 集 4* 内 
中 洲 留 若干 时 间 , 因此 4e 中 的 点 不 可 能 是 4 的 正则 点 , 即 
Ez(e-7e), ze ,那么 容易 验证 $5 是 1- 过 分 函数 ， 因 此 














天 此 









































是 终 





止 时 , 首 中 时 
































是 恰好 的 , 但 进入 时 一 般 不 是 恰好 的 . 定义 

Pe (zx,A)= E’(e 7, Xr € A,T < oo). 
显然 Pe 是 (B,E*) 上 的 核 . 如 果 TT 是 集合 B 的 首 中 时 , 那么 写 P8 为 P8. 另 
外 定义 8% := P81 = E*e-*Ts. 定理 4.2.7 殖 含 着 测度 P8(z,:) 支撑 在 B 上 ， 
当 zeB" 时 , 它 是 x 点 的 Dirac 测度 . 也 称 PE 为 扫除 算 子 , 因为 它 将 x 点 上 的 
Dirac 测度 “ 扫 ” 为 B 上 的 测度 . 扫除 算 子 是 位 势 理论 中 的 重要 概念 , 它 的 引入 要 归 
功 于 Poincaré, 但 Hunt 建立 了 其 概率 表达 式 . 
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定理 4.2.8 (1) 如 果 工 是 终止 时 , a > 0, f € S*, 则 P8f 是 a- 上 平均 的 . 进一步 ， 
如 果 了 是 恰好 的 , 则 Pf 了 € S*. 
(2) 如 果 了 是 停 时 , a > 0, fe S*, 那么 Pf <f. 


证 明 (1) 先 考虑 位 势 , 由 Dynkin 公式 ， 









































Pr PeU®* f(x) = | esf(Xs)ds < PeU°f. 


t 十 了 ob， 





显然 如 果 全 是 恰好 的 , 则 P89U*f eS*. 当 a>0 时 ,对 feS*, 存 在 U*f,1 了 ， 


























单调 收敛 定理 推出 Pf es S*. 最 后 对 fe S, 则 当 r>a>0 时 , PRf eS". 让 

















Qi40, 则 P82f1TPrf, 因此 Prf eS", 而 7 任意 , 故 Prf eS. 

















(2) 先 设 a > 0. 也 先 取 位 势 了 = U%g, g € E67*. Dynkin 公式 ， 























PrU®g= | eg(Xi)dt < Ug(z). 


全 









































类 似 地 , 由 单调 收敛 定理 推出 对 je Seipnre, 有 P8 < f. 车 a = 0, 则 对 任何 r > 0， 
Prf < f. 因此 Prf </. 


























例 4.2.2 设 B 是 Rr" 上 Brown 运动 ， 


A={xeR’: |z|>1}. 








显然 若 |z| > 1, 则 x 是 4 的 正则 点 , 故 Pa(x,:) = ez; 若 |x| < 1 则 了 (Xr <E 
04) = 1 即 Xr， 位 于 单位 球面 上 且 P4 是 Poisson 核 , 即 





























Po oay), 


tl [7 — yl) 

















其 中 og 是 单位 球面 上 的 均匀 分 布 . | 
下 面 我 们 将 引入 瑟 上 的 所 谓 精 细 拓 扑 , 并 证 明 它 是 使 得 S” 中 函数 成 为 连续 函 
数 的 最 小 拓扑 . 

定义 4.2.3 集合 4C 妃 称 为 是 一 个 精细 开 集 , 如 果 对 任何 z € 4, 存在 近乎 可 选 身 
刀 , 使 得 zeBC4 且 了 Pz*(Tp。 > 0) = 1 
注 定义 中 的 B 还 可 以 被 要 求 是 紧 的 . 事实 上 , 存在 包含 A 的 递减 开 集 列 {G}， 
使 得 Gn DB 
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P* (TlimTe, = Tp \B)=1. 
n 





由 Blumenthal 0-1 律 , 存在 n, 使 得 P*(Toe, > 0)==1. 令 KK:=Gs, 则 KK 紧 KCB 








日 Pz(Tr。> 0)=1. 
由 就 是 说 , 4 是 精细 开 集 当 且 仅 当 从 4 中 点 出 发 的 任何 轨道 都 会 在 4 中 滞留 

- 段 时 间 . 由 右 连续 性 , 任何 开 集 是 精细 开 集 . 用 6 表示 EB 上 的 精细 开 集 全 体 , 那 
么 容易 验证 6 是 如上 的 拓扑 , 称 为 是 如上 的 精细 拓扑 , 它 比 妃 上 原来 的 拓扑 更 细 . 
一 个 函数 称 为 精细 连续 , 如 果 它 在 精细 拓扑 下 连续 . 
例 4.2.3 设 久 是 R 上 向 右 一 臻 平移 ,那么 左 闭 右 开 区 间 [a,b) 是 精细 开 集 . 另外 对 
任何 z € R, 如 果 4 是 包含 xz 的 一 个 精细 开 集 , 那么 存在 6 > 0 使 得 [z,z+9)C 4， 
就 是 说 , zx 有 一 个 包含 于 4 中 的 左 闭 右 开 的 邻 域 . 因此 左 闭 右 开 区 间 全 体 是 精细 
拓扑 的 一 个 基 , 故 一 个 函数 精细 连续 当 且 仅 当 它 是 右 连 续 的 . | 
定理 4.2.9 设 w > 0, 则 互 上 的 精细 拓扑 是 使 得 S* 中 函数 成 为 连续 函数 的 最 小 
拓扑 . 换 句 话说 , 精细 拓扑 是 S" 生成 的 拓扑 . 
证 明 先 证 明 a- 过 分 函数 f 是 精细 拓扑 下 连续 的 . 实际 上 只 要 f(X,) 在 t=0 
处 右 连 续 , 那么 对 开 区 间 I, 令 B:= ff-1(1), 则 BEe@* 且 B* = f-1(1°). 对 任何 
2 E B, f(z) e TI， 由 右 连 续 性 , P*(Tp。 = 0) < P”(limi_of(Xi) € 1°) = 0. 因此 
Be 0O. 故 了 精细 连续 . 


设 六 是 已 的 紧 子 集 全 体 , 令 
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YY :={{EK <1}:K €e%}. 














因为 5%。e S* 是 精细 连续 的 , 故 多 CO. 只 要 我 们 能 验证 多 是 6 的 一 个 拓扑 基 
就 完成 了 定理 的 证 明 . 事实 上 , 设 4 是 点 z 的 一 个 精细 邻 域 , 由 上 面 定义 下 的 注 
推出 存在 Ke 党 ,使 得 zceKC4 且 PTr >0)=1. 邻 B:= {6% <1},n 由 
BEY 且 因 为 K° 是 开 集 , 故 KCB, 即 DB. 另 外因 we B, 故 BB 也 是 x 的 
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精细 邻 域 且 BC 4. 

















现在 我 们 给 出 精细 连续 的 一 个 刻 
定理 4.2.10 设 了 是 上 近 平 可 选 函 数 , 则 /是 精细 连续 的 当 且 仅 当 f(X.) 是 右 
连续 的 . 
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证 明 实际 上 ， 


的 .有 反 过 来 ， 
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I 
LT 


连续 性 








由 上 rm f(Xi) 在 t= 0 处 的 右 


即 可 推 


























N 表示 f(X 
在 某 点 
么 存在 


to 之 





件 的 可 
太 - 2 


状态 衬 
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定义 4.2.4 给 定 右 
合 4 ee&* 称 为 是 位 势 零 集 


1) 集 
2) 集合 
zr € 一 , Pr(Tp 


3) 集合 








注 因 
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于 对 某 个 ( 




















连续 就 够 了 ， 
.) 的 不 是 右 下 


reQ@ 与 杨 44 to, 使 得 Xi (oj € {f < 
Br := {f <7}, br := 
NCUcofoen :tr gr(X， 
列 并 , 从 而 对 人 在 


合 ACEB 称 为 是 瘦 的 , 如 果 存 在 近乎 可 选集 B 使 
4) 集合 A CE 称 为 半 极 集 , 如 果 它 
为 U(z， 
过 程 沾 留 在 其 上 的 习 
此 对 所 有 ) a 
4c 


大 








为 同样 方法 可 以 证 明 它 的 几乎 所 有 轨道 是 右 

















的 .我 们 只 要 证 明 f(X.) 的 几乎 所 有 轨道 右 下 
上 半 连 续 的 . 


f 是 精细 连续 





KR 
































半 连 续 的 轨道 全 体 , 如 果 w e N 


0 处 不 是 右 下 半 连 续 的 , 即 lim inf， 











三 1 











3 ,那么 
w)) 不 


B, € 0O, p(Xi, (w) 





右 连 
侣 





to f (Xiw)) < FX (w)), 
7}, Xi(w) < {f > 7 
pr (Xi (w)) < 1. 因 册 
续 } 内 ,而 办 ES 因此 右边 是 零 概 率 


t mr foXi(w 
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匡 强 
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XX 














上 以 过 程 X 的 逢 
过 程 X 


看 有 儿 种 小 集合 的 概念 . 











如 果 IT(,4) 三 0; 
果 存 在 近乎 可 选 重 











ACEB 称 为 是 极 集 ， 如 


< co) = 0; 





B, 


A 








包含 于 一 瘦 集 列 的 并 
: Xi € A}), 故 
含有 精细 内 点 ， 

过 程 从 折 











中 . 


去 











4) = E* /% 1a(Xi)dt= 
均 时 间 为 零 的 集合 ， 


之 0， U®(., A) 三 























车 


























集 是 


汲 集 是 


tt 
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fe 

















的 集合 ， 
程 从 任 


a>0,8%<1. 








例 4.2.4 


焦 





何 点 出 发 都 不 会 滞留 


XX 是 R 上 向 右 一 致 平移 , 那 























是 极 集 当 且 仅 当 对 某 个 (因此 对 所 
留 的 集合 , 且 4 e 8° 是 瘦 集 
的 ,而 瘦 集 是 半 极 集 . 
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且 仅 当 























显然 极 集 





苹 是 瘦 汞 











E 何 ze 一 , P*(N) = 0, 故 过程 f(X.) 是 右 下 半 连 续 的 . 


) a > 0, 5% = 0. 瘦 集 
对 某 


























.对 任何 





得 4A4CB 有 B= 9%; 


观 地 , 位 势 0 集 是 
.UL(-., 4) = 0 等 价 
可 点 出 发 都 不 能 到 达 


是 过 
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个 (因此 对 所 


Mea 
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么 仅 有 的 极 人 


日 
不 企 末 ， 

















何 可 数 
定理 4.2.11 
集 是 位 势 零 集 


证 明 不 妨 设 


不 











形 如 B 的 集合 的 可 刚 3 


71 := TB, Tn+ 


是 半 极 集 , 任 


集 是 位 势 零 集 . 





何 Lebesgue 零 测 


瘦 集 , 任 


晶 
太太 














设 4 是 半 极 集 , 则 几乎 肯定 有 七 





>0:XiEe4}+ 是 可 











发 





4 是 瘦 的 且 是 Borel 集 . 令 下 :=4n{@ <a},a 
































数 的 . 因 








此 半 极 





因为 4 
EB 就 够 了 . 
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T， 是 第 n 到 达 B 的 时 间 . 天 





1 :二 Tyr 十 21 o07,. 








为 B” 至 
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4.2.7, 当 Th < co 时 , Xz € B. 





















































































































































] 强 Markov 性 
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Brze +1 一 Ep” (eT" EX(T")e Tn) < aEre ™, 
那么 E*e- 人 "0. 于 界 收敛 定理 P* (7 co)=1， 7 6 万. 此 推出 定理 的 
结论 . 
定理 4.2.12 设 4 是 近乎 可 选 的 , 则 4\47 是 半 极 集 . 
1 
证 明 令 4。:= ANI{gy 和 11- 一 那么 4\47=U4， 4， 是 瘦 的 ， 事实 
nN nn 
上 , 如果 B34 (xz) < 1, 那么 x 不 是 4 的 也 不 是 4; 的 正则 点 . 如 果 B14 (xz) = 1, 因为 
1 . 
B14 是 精细 连续 的 , 故 x 所 在 的 集合 {54 > 1 一 | 是 精细 开 集 . 而 它 与 A 不 相交 ， 
出 z 不 能 是 4， 的 正则 点 . 因此 4 没有 正则 点 , 是 瘦 集 . 
定理 4.2.13 (1) 设 f 是 a- 上 平均 的 ,了 是 由 了 控制 的 最 大 a- 过 分 函数 , 则 {f > 及 
是 位 势 零 集 ; 
(2) 设 f,g € S*, 如 果 f > g 在 一 个 位 势 0 集 外 成 立 , 那么 它 处 处 成 立 . 
证 明 (1) 因为 f=11imijo PPf, 所 以 推出 Ulf = Ui, 因此 {f > f} 是 位 势 0 集 . 
(2) 由 条 件 推 出 对 任何 mw nU”1*f > nU"t%g 恒 成 立 , 令 n 趋 于 无 穷 得 ff > 9 恒 
成 立 
习 ” 题 
1. 集合 4 € 8* 称 为 是 吸收 的 , 如 果 对 任何 xz € 4, t+ > 0, P*(X; € A°) = 0. 证 明 : 
此 f 是 过 分 函数 , 那么 {f < co} 是 吸收 集 . 
2. 对 任何 ze 及 ,上 > 0, 定义 P*(X, = zz 十 加 =1.{P*} 称 为 是 右 一 致 平移 . 试 刻 
画 右 一 致 平移 过 程 的 上 平均 函数 类 , 过 分 函数 类 及 其 精细 拓扑 . 
3. 证 明 : Brown 运动 或 热 核 半 群 的 过 分 函数 是 下 半 连 续 的 . 
4. 证 明 : 过 程 暂 留 当 且 仅 当 存在 B, € 8°, B,, 1 BB, 使 得 对 任何 n, zx € B, 有 
P*(Lp, < 0%)=1, 其 中 Lp 表示 末 离 时 了 p := sup{t: Xt € B}. 
5. 证 明 : 极 集 的 可 列 并 还 是 极 集 , 半 极 集 的 可 列 并 还 是 半 极 集 . 
6. 设 4 是 位 势 零 集 . 证 明 : EB 的 所 有 点 都 是 4 的 正则 点 . 
7. 设 Ae@， lim supsjo Pi(z,4) > 0. 证 明 : zx 是 4 的 正则 点 . 
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8. 如 果 单 点 集 总 是 极 集 , 证 明 : 序列 {z%} 在 精细 拓扑 下 收敛 于 xz 当 且 仅 当 对 充 
分 大 的 n 有 zn =2Z. (在 这 种 情况 下 , 精细 拓扑 不 满足 第 一 可 数 公理 .) 再 证 明 : 
Brown 运动 的 精细 拓扑 不 是 离散 的 . 

9. 证 明 : 精细 拓扑 空间 是 完全 正则 Hausdorff 空间 . 

10. 如 果 B 是 位 势 零 集 . 证 明 : E\B 在 中 精细 稠密 . 

11. 设 对 任何 非 空 精细 开 集 BB 及 xeEB 有 PP*(Tsp < 0%)==1. 证 明 : 任何 过 分 函数 


是 常数 . 
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84.3 Feller 过 程 与 Lévy 过 程 


在 这 一 节 , 我 们 证 明 满足 Feller 性 的 半 群 有 一 个 Borel 右 过 程 的 实现 并 介绍 
Lévy 过 程 . 设 妃 是 一 个 局 部 紧 具 有 可 数 基 的 Hausdorf 空间 , 加 一 点 A, 用 EA := 
EU{A} 表示 的 Alexander 紧 化 . Co( 轧 ) 表示 无 穷 远 A 处 为 零 的 连续 函数 全 体 ， 
C(B) 表示 妃 上 有 具 紧 文 撑 连 续 函 数 全 体 , 则 C(E)CCo(E)CC(EBA)C COC,(E). 
|.| 表示 一 致 范 数 , 则 C(E4) 是 Banach 空间 , 而 Co(B) 是 其 一 闭 子 空间 . 实际 上 
对 任何 f € C(Ea), f 一 了 (A)lg,。€ Co( 瑟 ). 一 个 (BEB,8@) 上 的 子 Markov 半 群 (Pi) 
总 可 以 唯一 地 延 拓 为 (BA,64) 上 的 Markov 半 群 , 仍 记 为 (P,). 


















































































































































定义 4.3.1 (EB,8@) 上 的 转移 半 群 (已 ) 称 为 是 Feller 半 群 , 如 果 Po = 了 工 且 满足 : 

1) 对 任何 tz 0, Pi(Co(E)) C Co(E); 

2) 对 任何 fs Co(E), limwjo Pf — f|=0. 

一 个 转移 半 群 是 Feller 半 群 的 Markov 过 程 称 为 是 Feller 过 程 . 

因为 Plg。 = lp, 故 定义 中 Co(E) 可 以 等 价 地 以 C(BEA) 代替 . 另外 定义 条 
件 (2) 的 一 致 收敛 可 以 等 价 地 由 逐 点 收 伊 代替 , 即 对 任何 z e EE, Pf (zx) 一 f(z). 
事实 上 , 由 Feller 半 群 的 性 质 容易 验证 : 对 f € 08, (t,x) 五 Pf(z) 是 可 测 的 . 我 
门 仍然 可 以 定义 耶 解 算 子 (VU*). 令 工 := U*(C(EA)), 则 容易 验证 对 任何 f & 工 ， 
1P 一 了 | 一 0, 因此 我 们 只 需 验 证 工 在 C(EA) 中 笛 , 由 Hahn-Banach 定理 与 
C(EA) 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 定理 知 这 等 价 于 工 在 C(E4) 中 以 逐 点 收敛 的 拓扑 
稠 , 而 Pf 逐 点 收敛 于 f 蕴含 着 当 a 一 co 时 , aqU 了 逐 点 收敛 于 f. 由 承 解 方程 式 ， 
C(EA) 在 U* 下 的 像 U0*(C(EA)) 实际 上 与 a > 0 无关 , 因此 对 任何 /es C(E4)， 




































































一 、 
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存在 fh €E C(EA4), 使 得 U*f 逐 点 






































U°*(C(EA)) CC(EA); (i) 对 任何 f € C(Ba), limo la -fl|=0. 
实际 上 , 后 面 我 们 将 看 到 由 及 4 上 卷 积 半 群 诱导 的 转移 半 群 都 是 Feller 半 群 . 





收敛 于 f. 另外 如 果 (P) 是 Feller 半 群 , 则 (i) 

















下 面 我 们 看 一 个 不 是 Feller 半 群 的 例子 . 


例 4.3.1 设 (P) 是 R 上 Brown 运 动 的 转移 半 群 . 令 马 := R\{0}. 当然 马 是 局 部 紧 





















































县 有 可 数 基 度量 空间 . Qt 表 不 Pe 














限制 在 巨 上 的 核 .显然 对 任何 x € E,A€ 多 (E)， 


Qi(z,，4) = Pi(z, 4). 因此 (Qi) 是 妃 上 的 转移 半 群 ,但 不 是 Feller 半 群 . | 





先 证 明 下 面 的 引 理 . 








引 理 4.3.1 设 D 是 C(EA) 的 一 个 可 分 离 点 的 子 集 ,h 是 及 + 到 五 的 映射 ,S 是 
有 R+ 的 一 个 笛子 集 , 如 果 对 任何 ge D, (goh)ls 在 及 + 的 每 一 点 上 有 左右 极限 , 则 
hls 在 及 + 的 每 一 点 上 也 有 左右 极限 . 






































证 明 假设 hls 在 点 7Z ER 没 
t 由 x, 使 得 limp 人 tt) = 和 关 ) = 


lim gojp( 刀 ) = g(a) 关 g(5) = lim goh(t), 与 条 件 矛 盾 . 

















有 右 极 限 ， 则 存在 { CS -tn ll 3 
limh(t)， 取 ge D, 使 得 g(a) 关 g(5), 那么 



































设 以 (B,8) 为 状态 空间 的 Markov 过 程 


X = (0,.F,X,, Pp”) 





是 Feller 半 群 (P,) 的 (82.3 的 意义 下 


























) 一 个 实现 . 注意 这 里 (t,w) 上 Xi(w) 不 一 定 可 
































测 . 但 是 车 f € 684, 则 函数 U*f 总 是 w- 上 平均 的 且 与 引 理 4.2.1 类 似 , 只 要 有 需要 


的 可 积 性 , 过 程 e-*tU*f(X,) 是 上 鞭 . 






































取 5 为 及 ;的 一 个 可 数 稠密 子 集 ,比如 有 理 数 集 . 令 g := U*J, 其 中 





jeCBEA) ,>0, 则 过 程 e “tog 
存在 N, CQ 且 对 任何 zx e EA， 
































Xi) 是 上 款 ， 前 面 在 83.3 中 , 我 们 已 经 证 明 
P*(N,) = 0, 使 得 对 wg Ng, g(X.(w))|s 在 
































R+ 上 有 左右 极限 . 取 C(BA) 的 一 个 分 离 点 的 非 负 函数 组 成 的 可 列子 集 三, 令 


























D := {U"(nf) :n>1,feL}, 则 
因此 可 列 集 D 分 离 五 A 的 点 , 令 





Ni :二 








Feller 半 群 的 性 质 推 出 U"(nf) 一 f,ferL. 








UN， oil := Ns, 


gED 

















因 D 可 列 , 故 Ni 的 概率 等 于 0， 








如 果 we Q1, 那么 对 任何 ge D, g(X.(w))|s 在 





R， 上 有 左右 极限 , 由 引 理 , X (wjls 在 














令 Q。 是 满足 下 列 条 件 的 轨道 we Q 全 体 : 对 自 








合 {Xs(w): s€ESNI[0,t 

















则 Na Ci L,, RT 


ee 




















取 f € Co(E) 





{w EE 0 : Xi(w) EB 而 集合 {X。(w) : 
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R， 上 有 左右 极限 . 

















7 了 在 互 上 严格 正 . 令 g:= Ulf, 则 ge Co(E), g(A)=0 


已 上 严格 正 . 因为 ge Co(E), 故 对 任何 t € 5S， 























何 ES,X(w)eE 巨 列 含 着 集 
} 在 已 中 有 界 , 即 包含 在 孔 的 一 个 紧 子 集中 ，Na := Q9， 


s € SN [0,4]} 无 界 }. 




















g 在 









































TC {e ‘g(X:) > 0， inf se sn[o0,d eg X,) 0}. 
而 e-*g(Xi)lies 是 非 负 上 默 , 由 定理 3.3.4 推出 T, 是 零 概率 集 
令 80 := Q1n Qo, 则 对 任何 x € Bz, P”(Q0) = 1. 再 令 
Ziw):= lm Xi,(w), w € No. 
tnllt,tn ES 























显然 2 = (2Z4) 是 右 连续 


t > 0, 如果 Zi = A, 那么 对 任何 s > 也 












































. 具 左 极限 的 过 程 ， 




















.A 是 2Z 的 坟 幕 点 . 事实 上 , 对 任何 


sE 5, 集 合 {X.: re SNMIl0,s]} 在 马 中 无 





















































界 , 由 Q2 的 定义 推出 X。 = A, 因此 对 任何 s > t, 2Z, = 和. 
下 面 我 们 证 明 过 程 (Q, 多,F,, 2, 01,1 
过 程 , 其 中 (多 ,) 是 原 过 程 X 的 
先 2 是 (多 414) 适应 的 , 男 外 对 任何 tz 0, 取 {t,}CS 























取 s>t s—t 























X 的 Markov 性 得 





























PE (14) = 








让 nN 趋 于 无 穷 ， 得 到 从 。， Zs, Xi SY Zt, 而 Ps_if 连续 . 


E”(f(2,);A 





现在 两 边关 于 s 都 是 右 连续 











Ep (f (Xi 4s_t; A)= 








S$, Ae€ Ft,rTE BE,feEC(EA), 则 AEe Z,, 令 s 

















| 








P*) 是 以 (EB,@*) 为 状态 空间 的 Markov 
自然 流 经 过 上 节 所 述 的 完备 化 后 的 o- 代数 流 . 








严格 递减 趋 于 t. 任 











证 











= 了 [P。 1f (2:); A]. 








下 面 我 们 证 明 Z 是 X 的 一 个 


f,9 E C(EA), 再 取 tm | t, 





















































的 , 这 推出 上 式 对 任何 s > t 成 立 . 
修正 ,， 即 对 任何 二 和 = Zt a.s. 
Markov 性 ， 


取 任 何 








SI 














7 [f (Xt, )g( 





n 一 co, 右边 收敛 于 Pi(gf 



































的 .) 现在 让 {t%}C S， 
定理 推出 

含 着 P*(X, = 21) = 1, 
Z = (0, 8, F121,P" 











这 样 我 们 证 明 ] 





) 上 
修 





, 











六 4)] “g(Xi) FOX +) es 已 (9P i 


























则 有 E*[f (Zi)g(Xs)] = P(gf)(z), 应 用 








即 2 是 的 修正 , 故 它们 有 相同 的 转移 
也 是 Markov 过 程 . 
下 2 是 右 连 续 简 单 Markov 过 程 . 因为 Fe 



















































































f)(z), 





(zx). (这 实际 上 证 明了 X 本 身 一 定 是 随机 右 连续 





Stone-Weierstrass 


、 














群 (P,) 日 


的 、 


群 





ller 过 程 














































































































sr f (Zi, Xt) = E*f(Xi, Xi) 对 Ea x Ba 上 任何 连续 函数 成立 , 这 蕴 
出 


和 


聊 解 把 连续 函数 映 为 连续 函数 , 故 Feller 过 程 是 Borel 右 过 程 . 
例 4.3.2 Feller 半 群 的 最 自然 的 成 员 是 及 上 卷 积 半 群 . 容易 验证 R4 上 的 卷 
积 半 群 x = {mi} 所 诱导 的 转移 半 群 (已 ) 是 Feller 半 群 .首先 对 任何 连续 函数 
fe Co(RI), mt * 了 是 连续 的 且 由 有 界 收敛 定理 得 x *f € Co(R"), 另外 对 任何 
z € R14, 由 7 的 弱 连 续 性 , zi* 耻 是 点 点 收 傅 于 f. 因此 存在 一 个 右 连续 的 Markov 
过 程 以 r 为 卷 积 半 群 , 称 为 Lévy 过 程 ， | 
下 面 给 出 标准 过 程 与 Hunt 过 程 的 定义 , 它们 都 是 很 重要 的 Markov 过 程 类 . 

定义 4.3.2 一 个 以 (E,@) 为 状态 空间 的 Borel 右 过 程 

X= (0,F,F,, X,0,P”) 
称 为 是 一 个 标准 过 程 , 如 果 在 [0,6) 上 拟 左 连续 , 即 对 任何 递增 趋 于 TT 的 (多) 
停 时 列 {了}, 有 关 (T,) -一 XT) as. 在 {TT < 人 i}. 



































































































































如 果 上 面 定义 中 的 拟 左 连续 性 的 收敛 a.s. 在 {T < co} 上 成 立 , 或 者 说 X 在 
[0, ceo) 上 拟 左 连续 , 则 称 和 是 一 个 Hunt 过 程 (以 纪念 Hunt 在 概率 位 势 理论 领域 的 
杰出 贡献 ). 实际 上 , 我 们 可 以 证 明 标 准 过 程 的 几乎 所 有 轨道 在 〈 前 具有 左 极 限 . ( 参 
考 文献 [6] 的 8$3.1.) 总 结 上 述 结论 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 4.3.1 设 (已 ) 是 局 部 紧 具 有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 (B,@) 上 的 Feller 半 
群 , 则 存在 一 个 标准 过 程 (实际 上 可 以 证 明 是 Hunt 过 程 ) X, 它 的 转移 半 群 恰 
是 (P,). 

证 明 定义 , 我 们 只 需 验 证 上 面 得 到 的 右 连 续 具 有 强 Markov 性 的 随机 过 程 





















































X= (多 ,Go Xi 0 P") 
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是 正规 的 且 拟 左 连续 的 . 对 任何 fe C(E4), ze 已 ,因为 X 是 右 连续 的 ， 











PACKXo) = limPe (CD) = lim Po) = fo)， 


因此 ;到 (三 区 三江 

另外 取 递 增 趋 于 人 的 停 时 列 {T}, 因为 我 们 考虑 在 集合 {Z < C}, 故 不 妨 设 了 
有 界 的 ,对 上 > 0, 令 工 :=1linyX(T)， Li := limnns X(T， 十 ), 极限 的 存在 性 由 轨 
具有 左 极限 的 性 质 推出 , 因为 T, 十 te [7 开 上 + 二 故 由 轨道 的 右 连续 性 , 不 难 验证 
t 0 时 , Ls 一 革 (T). 任 取 x eB,f,geC(EA), 将 强 Markov 性 应 用 于 也 ， 


























证 













































































玫 “ 麟 




















P (FUZ)g(ZD) = limP [FS ))9(XK(Tn + t))] 


n 


= lim PY [Lf (X(T,)) Pg( X(Tn))] 


= P”[f(L)P.g(L)), 





有 和 界 收敛 定理 推出 





P*[f(L)g(X(T))] = PLf(L)g(L)), 











因此 我 们 有 P*(L = X(T))=1. 
下 面 我 们 提 到 Feller 过 程 时 , 通常 是 指 它 的 标准 过 程 的 版 本 . 我 们 给 出 一 个 使 
标准 过 程 的 轨道 连续 的 充分 条 件 . 
先 , 一 个 标准 过 程 XX 的 轨道 在 有 限时 间 内 是 有 界 的 , 即 对 任何 t, 对 几乎 所 有 
的 w sgo, 集合 {Xs(w) :s € [0,],t < C(w)} 是 有 界 的 . 事实 上 , 取 紧 集 列 {K，} 满 
是 Kn_1CK?, 马 =U, Kn, 令 TT 是 Ks 的 首 中 时 , 则 {Th} 是 递增 的 停 时 列 , 记 
其 极限 为 ,由 拟 左 连续 性 lim, X(T,) = X(T) as. 在 {TT<C 上, 由 轨道 右 连续 
性 , 针 (T,) Ki, 那么 匀 (T,) 4 Kn_1, 因此 T= Ca.s.. 故 对 任何 上 < 5, 存在 mw 使 

























































































































































































得 上 < Th, 推出 当 se [0 可 时 ,X。e K,. 

















定理 4.3.2 设 久 是 (8B,8) 上 的 标准 过 程 , 旦 满足 对 请 的 任何 紧 子 集 K 和 e> 0， 














当 t 0 时， =Pi(z, {y :dz) > e}) 对 zz EK 一 人 致 地 收敛 于 零 , 则 X 的 几乎 所 有 


轨道 在 [0,C) 上 连续 . 


证 明 因为 轨道 在 [0,6) 是 右 连续 且 具 有 左 极限 的 , 因此 需 证 明 对 任何 t > 0,e > 0， 















































| 有 U talx ((k — 1)t/n),X x (ml > dtd 


n= 











其 中 qd 是 马上 的 度量 , 即 X 在 一 个 稠 子 集 上 一 致 连续 . 
取 上 面 所 言 的 紧 集 列 {K%} 及 停 时 {7T,}, 因为 当 t+ < TT, 时 , 必 XX([0,4]) E 天 
因此 对 任 






































< 马 


,Di (ko 1)t/n),X x > tT ) 


NS 


[es 


Ce {d[X((k— 1t/n), K(kt/n)] > e}, X (0,t]) c x | 





< 》 Pp (dX(kE Dt/n), XC(kt/n)] > ee Xk 1)t/n) € K,,) 











= > Er (PX dKXo, Xin) > 9iX(E- Dt/n) € Km ) 


<n. sup P (d(Xo, Xn) > 6)， 
ZE 天 











条 件 它 当 n 趋 于 无 穷 时 收敛 于 零 . 而 Th fC a.s., 故 推出 





























| 及 UJ {alx X((k— At/n), X(kt/n)] > e},t < d = 


n=1 k=1 




















例 4.3.3 设 (P) 是 及 ”上 热 核 半 群 , 取 任何 紧 子 旨 
e> 0, 则 对 z e 五， 


天 及 闭 子 集 已 , 如果 qd( 开 ,已 ) > 


滤 











1 1 二 | 一 ?| 
二 2) / ie 2t dy. 
t ye (27t)2t 














因 |y 一 z| 宕 6, 由 控制 收敛 定理 , 上 式 当 上 | 0 时 在 K 上 一 臻 趋 于 零 . 因此 , 我 们 实 
际 上 用 另 一 种 方法 证 明了 Brown 运动 是 一 个 连续 标准 过 程 . | 
下 面 我 们 讨论 Feller 过 程 的 生成 算 子 . 上 一 节 中 定义 的 生成 算 子 是 一 个 等 价 类 ， 
在 对 Feller 过 程 , 我 们 可 以 在 连续 函数 上 来 考虑 生成 算 子 问题 . 设 X 是 Feller 过 程 ， 
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(Pi) 是 对 应 的 Feller 半 群 . 因为 Co(E) 是 Banach 空间 , (Pi) 就 是 其 上 的 一 个 强 连 
续 半 群 ,由 Hill-Yasida 定理 , 它 有 一 个 在 Co(EB) 上 的 生成 算 子 (4, D(A4))， 



































PP = 
二 
tl0 t 


》 














其 中 D(4) 是 使 得 上 面 极限 是 范 数 意义 下 收敛 的 f 全 体 . 令 (UV*)。>o 是 (Pi) 的 豫 
解 算 子 族 , 那么 有 下 面 的 Hille-Yosida 定理 . 它 实 际 上 对 任何 Banach 空间 上 的 强 连 
续 压 缩 半 和 群 都 是 成 立 的 . 
定理 4.3.3 (Hille, Yosida) 设 (已 ) 是 Feller 半 群 , 其 生成 算 子 与 驳 解 定义 
如 上 , 见 


(1) 如 果 六 ED(4), 则 已 FeD(4),tm Pf 强 可 微 













































































Ce y 
Tt = APf = PAF. 





另外 
Pf—-f= | PAfds= | AP,fds; 
ff | fds ) 
(2) D(4) 是 稠 定 闭 算 子 ; 
(3) 对 任何 a > 0, D(4) 到 Co(B) 的 算 子 a 是 一 一 对 应 且 0” = (a-A)- i!; 
(4) 半 群 (已 ) 由 其 生成 算 子 唯一 决定 . 












































下 面 的 定理 是 针对 于 Feller 半 群 的 Markov 性 的 . 




















定理 4.3.4 Feller 半 群 的 生成 算 子 满足 正 最 大 值 原理 : 如 果 f € D(A4) 且 xoeEk 
满足 0 < f(z0) = supsep f(x), 那么 Af (zo) < 0. 


证 明 因为 




















Pif(a0) = feo) = { fF)Pilw0 dy) = Feo) < Feo)(Pile0, B) -1) < 0 





因此 Af(zo) < 0. 











定理 4.3.5 设 fe D(A4), 则 过 程 





Mf = FX) -F(X0) — f af(x)as 
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是 款 . 特别 地 , 如 果 4/ = 0, 则 (Xi) 是 靳 . 反之 若 f € Co(B) 且 存 在 9 € Co(E)， 


区 





Ey 
1 
SS 
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Fh = pds Oe 

















是 车 , 则 feD(4) 且 Af = yg. 








证 明 先 设 fe D(A4). 由 Hille-Yosida 定理 , 对 任何 zx € EB,t > 0， 





GO = FX0) = Pif(e) — 100) = { Pat(a)as = Bf Af(Xo)as 






































因此 对 任何 +t> sz 0， Markov 性 有 




















E“(f(Xt) — f(X,)|F,) = 


| 
[加 
~ 
ER 
< 
Ps 
ee 
| 
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~ 
2 
> 
= 
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t—s 
一 EX: 1 Af(X,)du 








0 
= ge( 人 AFCX aul,), 














反之 车 f € Co(B) 且 f(Xi) 一 (Xo) 一 g(Xs)ds 是 蒜 , 则 已/ -7 一 岂 Pogds= 0. 








因此 

Re 
lim 

t 一 0 t 





二 六 Re 
= lim 一 Psgds = 9. 
t— 0 0 














完成 证 明 . 
例 4.3.4 设 (Pi) 是 及 上 向 右 一 臻 平移 , 即 





Pi(x,B)=1s(z+t), ZE R,B Ee BZ(R),t>0, 


则 Pf(z) = f(z 十 ). 函数 太 称 为 右 一 致 可 导 , 如 果 




















对 ze 有 R 一致 存在 , 那么 (Pi) 无 穷 小 算 子 的 定义 域 D(4) 是 Co( 及 ) 中 右 一 致 可 导 
函数 全 体 , 而 








Af(z) = D+ f(z), fe D(A),z € R, 














其 中 D,， 表 





示 函 


Feller 过 程 的 最 重要 的 组 成 部 分 就 是 Lévy 过 程 . 它 具 有 独立 及 平稳 的 增 量 , 它 
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数 的 右 导数 . 





























包括 我 们 熟悉 的 大 多 数 过 程 , 如 Poisson 过 程 , Brown 运动 , 一 致 移动 及 稳定 过 程 等 . 

















蕊 的 美丽 


定义 4.3.3 








L 





处 是 它 有 一 个 极其 简洁 的 分 析 刻 画 


了 及 4 为 状态 空间 的 Feller 过 程 X 称 为 是 一 个 Lévy 过 程 , 如 果 其 转 


移 半 群 (已 ) 满足 对 任何 t> 0,z e R44,A e 多 (Rs) 有 





上 面 的 性 





Ae BR'), 


Pi(x, A) = P.(0, 4 — 7). 


质 等 价 于 X 是 独立 增 量 过 程 , 即 等 价 于 对 任何 上 > s > 0,z€R, 


Pr(X, — X。e A|F,) = Pr(X，。- Xo € A). 





设 X 是 Lévy 过 程 . 对 tz 0, 令 Tn.(4) := 了 (Xe 4), 则 概率 测度 族 x = {re: 


t 之 0} 对 卷 积 
量 Xi 一 ,与 XX 的 和 . 令 Pi(z,4):= Ti(4 一 xX), XE Ri, A Ee 名 (R'), 那么 , 容 


易 验 证 (P,) 是 及 4 上 转移 半 群 . 由 于 Lévy 过 程 是 右 连续 的 , 故 对 任何 f € Co(R2?)， 












































控制 收敛 定型 





有 半 和 群 性 , 即 对 t,s > 0, Ai * Ts 二 Net+s, 因为 14s 是 独立 随机 变 












































E, 当 t | 0, ni(f) = Ef(X: — Xo) —— f(0). 





定义 4.3.4 及 ”上 的 概率 测度 族 {zi :上 > 0} 称 为 是 卷 积 半 群 , 如 果 
(1) 对 任何 t,s > 0, ne * As 一 Trisi 
(2) 当 t 一 0, mi 弱 收 敛 于 eo, 即 对 f € Ci (BR), mi(f) 一 f(0). 
不 妨 补充 定义 ro = eo. 如 果 t 忆 L(t) 是 及 上 非 线性 的 加 群 同 态 , 即 满 足 可 加 







































































性 : L(t 十 s) = 1(t) + 1(s), 则 概率 测度 族 {cy} 满足 (1) 但 不 满足 (2). 
Lévy 过 程 唯一 决定 一 个 卷 积 半 群 . 反之 一 个 R4 上 对 卷 积 具有 半 群 性 的 概率 
测度 族 {r, : t > 0} 决定 一 个 转移 半 群 : Pi(z, 4A) := mi(A4 -2),t>0zeR’'Ae 


























多 (R"). 显然 此 转移 半 群 具有 空间 齐 性 : Pi(z,4) = 已 (0,4 - x), 由 定理 2.3.3, (Pi) 
可 以 实现 为 一 个 时 齐 Markov 过 程 , 由 例 2.1.6 看 出 它 是 一 个 平稳 独立 增 量 过 程 . 
进一步 地 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 







































































定理 4.3.6 Lévy 过 程 唯一 决定 一 个 及 " 上 卷 积 半 群 , 反之 , 一 个 及 ” 上 卷 积 半 群 可 
实现 为 一 个 Lévy 过 程 . 实际 上 , 一 个 卷 积 半 群 诱导 的 转移 半 群 是 Feller 半 群 . 
证 明 我 们 只 需 证 明 卷 积 半 群 诱导 的 半 群 是 Feller 半 群 就 足够 了 . 设 {rt} 是 及 上 
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卷 积 半 群 ,，(P.) 是 其 





诱导 的 转移 半 群 , 那么 对 任何 f € Co(R4),，P = Ni*f, 它 显 
日 














有 界 收敛 定理 ， 











lim Axif (x 


Xz—=00 


男 外 对 人 
Feller 半 和 群 . 

















F 何 zeRelin ,oPf(x)= limt ,of f(r+y 


= lim | f(x+y)r(dy)= 


Z 一 oo 。 


/ lim f(z+Yy)r(dy)= 0. 





大 | 








Ti(dy) = f(z). 因此 (Pi) 是 





























































































































如 果 和 是 Lekvy 过 程 , 我 们 总 写 P 了 := P?.， 因 为 它 是 空间 齐 次 的 , 所 以 
Pz 二 Poy-1, 其 中 ys 是 平移 算 子 满足 Xioys = Xi 十 xX. 可 以 验证 X 的 强 Markov 
性 与 空间 齐 性 可 刻画 为 对 任何 停 时 了 , 过 程 4 Xir 一 Xr= (Xi 一 XX0)o97 是 一 
个 与 多 7 独立 的 与 4ry* X, 一 Xo 等 价 的 过 程 . 

设 {ri} 是 及 上 一 个 卷 积 半 群 , 那么 zi 的 特征 函数 

, (€) =| eitr'Sri(dz)， EER! 
及 

是 R* 上 一 个 连续 有 界 的 复 值 函数 , 且 对 t,s > 0, 认 e4s 二 从: 介 . 另外 二 王浆 (6 
右 连 续 性 , 因此 存在 及 ”上 连续 复 值 函数 $, 使 得 认 = e-, +t > 0. 函数 4 称 为 是 
卷 积 半 群 的 Lévy 指数 . 由 特征 函数 的 性 质 , 卷 积 半 群 由 其 Lévy 指数 唯一 决定 . 下 
面 我 们 给 出 几 个 主要 的 卷 积 半 群 并 计算 其 Lévy 指数 . 








例 4.3.5 


的 解 是 热 核 


对 t> 0, 令 51(4) 





工 | 


看 HH 


0D 





一 致 移动 ) 
Lévy 指数 是 -ie, a). 


例 4.3.6 ( 热 核 半 群 ) 


:> 0} 是 


























设 a e 及 ?容易 验证 {eat : 寺 > 0} 是 一 个 卷 积 半 群 , 它 的 


热传导 方程 
0 1 
-Au 
ot 2 
1 Je 了 
D(7) := 一 一 ee 2 tt>07ER 
(27t)= 





看 的 引 理 2.6.1 的 证 明 中 
Rs 上 卷 积 半 群 . 让 我 们 来 计算 其 Lévy 指数 , 对 <e BR， 


SS J p(t,X)dzx，A € 多 (R"), 那么 从 前 
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1 | 
bi(é) -| ze 2 ei(®,é) dy 
R 











a (27t)2 
1 |z|* —2(2,it€)+ litél* ~ litél” 
= | e 2t dz 
Re (27rt) > 














2 
上 | | 


因此 热 核 半 群 的 Lévy 指数 是 i 


例 4.3.7 (复合 Poisson 半 群 ) 设 7 是 R* 上 的 一 个 概率 测度 , 入 > 0 是 一 个 常数 ， 








对 tt 之 0, 令 


入 站) 对 
pz := Gat >， ( , pha 
人 也， 


n=0 








中 J*™ 是 n- 重 卷 积 ， 而 yy C08 容易 验证 Dt 是 概率 ， 且 对 t,s 之 0, Dit+s 一 Pex*ps, 

















HH 








j 对 fe Cs(R"), 由 控制 收敛 定理 ， 





lim pi(f) = lime™**(f(0)+ > ， 


t10 t10 


OO en p)) = p00). 


n=1 
因此 {pi} 是 一 个 卷 积 半 群 , 称 为 是 复合 Poisson 半 群 , 对 应 的 过 程 就 是 复合 Poisson 
过 程 (参考 第 97 页 ), 入 称 为 过 程 的 强度 , J 称 为 是 跃 度 分 布 . {pi} 的 特征 函数 为 


缘 








Pe = eAteXtj ee-AG 一 人 


AI 








中 J 是 J 的 Fourier 变换 . 因此 复合 Poisson 过 程 的 Lévy 指数 是 和 (1 - J). 





























d= 1, J 了 = ei 时 , 卷 积 半 群 称 为 是 参数 为 和 的 Poisson 半 群 . 这 时 ， 





po) = 人， n=0,1,2.... | 


例 4.3.8 (对 称 稳定 过 程 ) 对 a e (0,2), 令 
Q 十 dd 


a2“-T( 一 一 一 ) 


Z(dz) := 和 四 .zl dz ZE 及 14， 
2 
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则 %(z) := (1 一 cos(z,y))v(dy) = |zl 定义 了 一 个 Lévy 指数 . 对 应 的 卷 积 半 和 群 称 
为 是 指标 为 a 的 对 称 稳定 半 群 , 对 应 的 过 程 称 为 是 指标 为 a 的 对 称 稳定 过 程 . 指标 
为 1 的 对 称 稳定 过 程 称 为 是 对 称 Cauchy 过 程 | 

卷 积 半 群 的 卷 积 仍然 是 卷 积 半 群 , 因此 Lévy 指数 的 和 也 仍然 是 Lévy 指数 .下 
面 我 们 讨论 卷 积 半 群 的 Lévy 指数 的 一 般 表示 , 即 所 谓 的 Lévy-Khinehin 公式 ,为 
此 , 我 们 首先 讨论 一 类 重要 的 分 布 , 即 无 穷 可 分 分 布 . R4 上 的 分 布 称 为 是 无 穷 可 
分 的 , 如 果 对 任何 > 1 存在 分 布 jo。 使 得 jv = px" 对 应 的 分 布 函数 称 为 无 穷 可 
分 分 布 函数 , 而 对 应 的 特征 函数 称 为 是 无 穷 可 分 特征 函数 .显然 一 个 特征 函数 $ 无 
穷 可 分 当 且 仅 当 对 任何 n, 存在 特征 函数 加, 使 得 6 二 如 .显然 , 如 果 fm] 是 对 卷 
积 具 有 半 群 性 , 则 任何 r, 都 是 无 穷 可 分 分 布 . 先 给 出 一 个 引 理 , 它 可 以 由 初等 的 不 


等 式 1 一 cos2a < 4(1 一 cosa) 推出 . 留 给 读者 作为 练习 . 




































































































































































引 理 4.3.2 设 f 是 一 个 特征 函数 , 且 实 部 为 &, 则 对 & € R， 








1 — u(2€) < 4(1 ~ ulé)). 





hull 


下 面 的 定理 是 重要 的 . 
定理 4.3.7 设 {fn} 是 特征 函数 列 , 则 函数 列 f” 有 一 个 连续 极限 ( 记 为 ) 当 且 仪 
当 n(1 一 f) 有 连续 极限 ( 记 为 8). 这 时 候 f = e 9. 
证 明 先 设 mn(1- 所) 有 一 个 连续 极限 $, 则 f,, 一 1 且 在 有 限 区 间 上 一 致 , 那么 对 
任何 a > 0, 对 充分 大 的 mw |1 一 所 | <7<1 在 [-a,a] 上 成 立 . 因此 由 Taylor 展开 ， 
对 上 < a， 




















































































































nlogfn(é) = nlog(l — (1 — fn(é€))) 





OL fa (EY 


=—n(1— f())— 2 











右边 第 一 项 的 极限 为 -0(&), 其 余 的 为 零 . 由 一 致 性 及 a 的 任意 性 推出 nlog fi 点 
点 收 和 化 于 -办 即 J? 一 e-%. 

反之 设 f* 有 一 个 连续 极限 f, 我 们 先 证 f 不 能 有 零点 , 因 特 征 函 数列 | 户 |2 
的 极限 是 |/ 故 不 妨 设 f,f 是 实 的 非 负 的 . 因 f 连续 且 入 在 任何 有 限 区 间 上 一 
致 收敛 , 故 存在 a > 0, 了 在 [-a,a] 上 严格 正 , 那么 当 充分 大 时 , 在 闭 区 间 [a,al 
上 ,jz 正 且 与 零 有 一 个 正 距 离 , 因此 -mlog 户 , 同时 n(1 一 所), 在 [-a,a] 上 一 致 有 
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界 . 由 引 理 4.3.2 推出 n(1 一 所) 在 [-2a,2a] 上 一 臻 有 界 , 从 而 由 上 述 Taylor 展开 
推出 -nlog fn 在 [-2a,2a] 上 一 致 有 界 . 因此 f 在 [~-2a,2a] 上 严格 正 , 重复 这 个 过 
程 证 明了 f 在 及 上 严格 正 . 
现在 在 R 的 任何 有 限 区 间 工 上 fr 一 臻 收敛 于 连续 的 f. 
nlog f 在 了 上 一 化 收敛 于 log f. 这 开 含 着 fi 点 点 收敛 于 1 
致 . 再 由 上 面 的 Taylor 展开 推出 
































六 





六 严格 正 , 故 
在 任何 有 限 区 间 上 





































































































—nlog fa(€) = n(1— f,(£))(1 + A,(é)), 














3 一 所) 二 一 丰 ()? 二 一 0, 因此 n(1 一 所 (8)) 一 







































































这 个 定理 有 许多 有 用 的 推论 . 首先 如 果 了 是 无 穷 可 分 特征 函数 , 则 f = f”, 因 
此 f= lim% elf*-1), 即 有 是 复合 Poisson 特征 函数 的 极限 . 另外 如 果 了 是 形 如 所 
的 连续 极限 , 则 对 任何 t > 0, 复合 Poisson 特征 函数 exp(tn(f 一 1)) 有 连续 极限 
f*', 即 f* 是 特征 函数 , 推出 f 是 无 穷 可 分 的 且 如 果 ft 对 应 的 分 布 为 ri, 那么 {xr} 
是 卷 积 半 群 . 
推论 4.3.1 下 面 的 结论 成 立 : 

(1) 特征 函数 请 无 穷 可 分 当 且 仅 当 存在 特征 函数 列 {f} 使 得 大 收银 于 方 

(2) 特征 函数 是 无 穷 可 分 的 当 且 仅 当 它 是 复合 Poisson 特征 函数 列 的 极限 ; 

(3) 无 穷 可 分 特征 函数 列 的 连续 极限 是 无 穷 可 分 的 ; 
(4) 对 任何 无 穷 可 分 分 布 y, 存在 唯一 的 卷 积 半 寿 {mi} 使 得 ri = 4. 
于 是 研究 Lévy 指数 的 表示 与 研究 无 穷 可 分 特征 函数 的 表示 是 等 价 的 . 下 面 是 
著名 的 Lévy-Khinchin 公式 . 

























































































































































































定理 4.3.8 Rk 上 复 值 函 数 $ 是 一 个 卷 积 半 群 的 Lévy 指数 当 且 仅 当 9 可 表示 为 














ie) | 让 2 Y) 
( 和 2 J(dy), (4.3.1) 


so = (az) + (Sz,2)+ 上 


R"\{0} 




















其 中 ae 及, 5S 是 R4 上 对 称 非 负 定 线性 算 子 , 7 是 R*\{0} 上 测度 且 满 足 


/ a J(dz) < co， 


工 十 |z| 
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称 为 卷 积 半 群 的 Lévy 测度 . 另外 S,，J 由 9 唯一 决定 . 
证 明 为 叙述 简单 ,我 们 不 妨 设 4 = 1. 先 设 8 有 上 述 表示 , 则 pp 是 连续 的 且 对 























任何 n> 1 了 在 {z :lz| > 二 } 上 的 限制 是 有 限 测度 , 这 样 6 可 写 为 





1 
-ea +in. / 2 :zy H iaz + 3S 


bz) = lim | 
的 lv|> 走 y|> 坏 工 十 Y 








右边 方 括号 内 是 一 个 复合 Poisson 型 Lévy 指数 和 一 个 一 致 平移 Lévy 指数 的 和 ， 
故 仍 然 是 Lévy 指数 . 由 上 面 的 推论 (3), $ 也 是 Lévy 指数 . 
下 面 证 明 % 唯一 决定 3S,J. 定义 


















































v({0}) := 5S, 那么 > 是 一 个 有 限 测度 


i izyg V1+y 
1) = iaz | ( ec? -| ) v (dy), 
4 人 z) ee 


其 中 上 面 的 积分 函数 在 y = 0 处 是 可 去 连续 的 , 定义 此 处 为 其 极限 值 二 ,使 函数 连 


























续 . Ot he ee 
决定 v. 一 般 地 我 们 定义 $ 的 二 阶 差分 





























go:= lo) = Yor + otr = 1)] an 
Se ey (1 — coshy) ey A 


y? 
= 
R 





v(dy) 1 (1 — coshy)dh 























es 
=--/ = 
R y 
1 十 ?2 si 2 1 
令 ky) := 一 一 (1 一 一 了 ), 则 存在 c > 0, 使 得 c < k(y) < 二 .因此 大.z 仍然 是 有 
y y C 
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限 测 度 且 其 Fourier 变换 是 9, 推 出 它 由 9 唯一 决定 , 故 v 由 09 从 而 由 $$ 唯一 决定 . 
现在 设 $ 是 Lévy 指数 , 则 $ 是 连续 的 且 由 定理 4.3.7, 存在 特征 函数 列 {f,} 
对 应 分 布 列 {jn}, 使 得 n(1 一 所) 一 9, 则 

























































































9(Z) = imn (1— eizy)pn(dy) 


n 


i ivy 人 y 
= lim 1/ ( 一 eV 十 人 Wn(dy) — iw- "| Nn(dy)|. 
n 了 1+y? R1+Yy 


心 























我 们 再 用 二 阶 差分 ， 

















On (7) := 人 区 (bn T+h)+ bn(z 有 dh = -/ eVk(y) vn (dy). 






































因 %。 有 连续 极限 , 故 9,, 也 有 连续 极限 , 记 为 0. 由 Fourier 变换 的 连续 性 ,大 :zw 弱 
收敛 , 推出 zw 弱 收 敛 于 一 个 有 限 测 度 记 为 v, 那么 


3 4 1 十 22 ix’ 1 十 2 
/ ( oa | a 1/ ( oa | Da 
及 1T 十 9 V /IR 1l1+Yy y 


同时 推出 a,, 收敛 于 某 实数 a. 
定理 中 的 Lévy 测度 所 满足 的 条 件 等 价 于 对 某 个 (因此 对 所 有 ) e > 0, 有 



















































































1 lzj?J(dz) < co，J(fz :lzl > 6) < co. 


|z|<1 





























风 此 Lévy 指数 的 表达 式 的 形式 通常 也 写成 为 
(2) i 
dg(z) = i(a, 2)+ 2 (97, 7) 十 / (1 一 e 7 十 itz,y)1tyl<)7J(dy)， (4.3.2) 
“ Ra\{0} 
因为 不 难 验 证 


| 1 | 
li(z,y | | J(dy) < co. 
人 ee A 
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定理 4.3.8 说 明 
指数 .下面 我 们 给 出 











两 个 表达 式 中 a 的 取 值 可 能 是 不 同 的 . 当然 还 可 以 有 许多 其 
定理 也 说 明 Lévy 过 程 的 所 有 
者 可 阅读 文献 [19], [4] 和 [2]. 
式 如 (4.3.1) 或 (4.3.2 





























住 Brown 运动 . 








(4.3.2), B= (Bi) 是 及 ”上 标 ; 





























Eeei(z,Xe) a e 一 如 (oz) 十 去 (3Szz)] 








人 
凡 


最 后 六 := Jltlsj<i) 是 o- 有 限 测度 , 由 定理 2.5.4, 存在 独立 了 


; (2) 
oi(z,XL°)) 




















a etJGL-e ) (a 





2) 





为 特征 测度 的 及 4 上 的 平稳 Poisson 点 过 程 p. 对 任何 0<r<1, 令 


他 的 等 价 表达 式 ， 
信息 都 能 入 在 其 Lévy 指数 上 . 对 这 方面 感 兴趣 的 读 


的 函数 一 定 是 某 个 Lévy 过 程 的 Lévy 
Lévy 指数 所 对 应 过 程 的 It6 分 解 . 让 我 们 设 $B 如 表达 式 
令 XI1 := VSB, - at, 容易 计算 





例 4.3.7, 存在 与 B 独立 的 复合 Poisson 过 程 


F A X(2) 的 以 J 


(3,7) 
Xe lfr<lp(s)|<1}D(s) 一 :/ Tl{r<lzl<1} (dz), t > 0. 
Rs 


s<t 








右边 有 意义 因 








为 





也 >， lr<lp(s)|<1}|p(s)| = :/ 


3 





那么 X%") 是 右 连续 的 且 




















i (3,7) 
Eei(®Xe es) 











利 




















s<t 














\ 





限 区 间 [0, 相 上 一 致 收敛 于 
程 , 且 


] Doob 的 蒜 不 等 式 ， 定 到 





E 3.3.5(2), 推 H 


p(sup |X 3") 一 


因此 当 7 一 0, 右边 的 极限 为 零 . 因 


下 这 2| 妆 寺 





Poisson 点 过 程 的 性 质 推出 








et/ (le +i(z,y)) lr < 


























此 


Iyl<1} 7 (dy) 


8 对 任何 二 > 0 和 <7， 
x py a el ee 
有 Ra 


此 XB.") (至 少 一 个 子 列 ) 儿 乎 处 处 地 在 任何 有 








出 (3) 也 是 














-个 过 程 , 记 为 六 3). 


Bei XE ) ot -e+e,y)) Ta (dy) 


. 同样 可 以 验证 




















-个 Lévy 过 
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令 针 := 关中 十 于 中 十 入 3), 则 关 是 一 个 L6vy 指数 为 8 的 Lévy 过 程 , 此 分 解 称 
为 是 It6 分 解 . 粗略 地 说 , Lévy 过 程 有 三 部 分 组 成 : 连续 部 分 , 大 跳 部 分 与 小 跳 部 
分 . 但 是 实际 上 , 小 跳 部 分 中 包含 有 漂移 . 因此 一 般 地 , 连续 部 分 与 小 跳 部 分 是 无 法 
严格 区 分 的 . 

如 果 X 是 一 个 Lévy 测度 为 7 的 Lévy 过 程 , 那么 由 例 2.5.1 得 知 X 的 跳跃 
过 程 py = AX, 是 一 个 平稳 Poisson 点 过 程 . 因为 X 与 上 面 有 It6 分 解 的 Lévy 过 
程 是 等 价 的 , 故 它们 的 各 自 的 跳跃 点 过 程 有 相同 的 特征 测度 , 也 就 是 说 p 的 特征 测 
度 就 是 Lévy 测度 . 下 面 我 们 给 出 Poisson 过 程 的 一 个 刻画 . 
定理 4.3.9 一 个 Lévy 过 程 是 Poisson 过 程 当 且 仅 当 它 的 儿 乎 每 条 轨道 仅 以 跳跃 
度 为 1 增加 . 

































































































































































证 明 先 设 N 是 Poisson 过 程 . 对 任何 T > 0， 


sup (Ni— Ni )=lim max (Nr 一 Ne-or) a.s., 


0g<t<T n lk<n 


全 也 
P( max (Naz -Ne vr) <1)= P(Nz <1)"*=e "7 ( 十 | , 
元 n Nn 


1&kgn 加 








当 n 一 oo 时 , 其 极限 为 1. 因此 P(supociscr(Ni 一 Ni_)<1)=1. 

反之 , 如 果 和 N 是 一 个 仅 以 跳跃 度 为 1 增加 的 Lévy 过 程 , 则 用 5 表示 NN 的 第 
n 次 跳跃 的 时 间 , n > 1, 那么 5 是 停 时 且 Si = Sn 十 So0s,, 其 中 5S = Si1. 由 强 
Markov 性 和 空间 齐 性 , 对 任何 t > 0， 















































P(S。 1 — 8», > tIFs)= 了 (Ne 4 — Ns, = 0|Fs)= P(N:= 0)= P(S > 日. 














由 定理 2.5.3, 我 们 需 证 明 5S 是 指数 分 布 . 对 任何 t,s > 0, 由 Markov 性 , 因为 在 
t<S 时 , N; = 二 0, 故 
































P(S > t+s)= P(S >t,So0, > s) = E(PN'(S > s),S >1)= P(S > s)P(S > 日. 











即 5S 是 指数 分 布 的 . 





习 是 


1. 设 B 是 R 上 Brown 运动 . 证 明 : 
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10. 


11. 


12. 





Qelt) 


称 半 群 是 一 致 连续 的 ， 
致 连续 的 , 那么 C,(E 


是 (Pi) 的 强 连 续 中 心 











1) |B| 是 Feller 过 程 ; 























2) (BiAzr) 是 Feller 过 程 , 其 中 T 是 {0} 的 首 中 时 . 
. 一 个 转移 半 群 (已 ) 总 是 有 界 可 测 函 数 空间 上 的 压缩 半 群 , 其 中 在 依 范 
ims_,o Pf = f 的 f 全体 称 为 (Pi) 的 
间 (五 ,dg) 上 的 一 个 转移 半 群 . 令 对 e > 0, 定义 












































:= sup P,(z,{y: d(y,2) > 0)). 


EE,s<t 








如 果 对 任何 e > 0, limyjo Qe(t) = 0. 证 明 : 如 
)C Bo, 其 中 Cu(B) 是 瑟 上 有 界 一 臻 连续 本 
. 原 之 ， 如 果 Ci(E) C Bo, 那么 半 群 是 - 致 连 


























1 且 仅 当 对 应 的 Markov 过 程 是 一 致 随机 连续 的 , 即 对 任 

















. 半 群 (P,) 一 致 连续 当 


强 连续 中 心 , 记 为 Bo. 设 (P) 是 度量 空 





果 半 群 是 一 
数 全 体 , Bo 


续 的 . 








何 e>0e' > 0, 存在 6 > 0, 使 得 P*(d(Xi,X,) > ce)<e 对 所 有 x € bE， 


It 一 s|<6,t,s 之 0 成 





. 设 C0 是 Co(R4) 上 


YY. 





. 证 明 : R 上 右 一 致 连续 的 函数 是 一 致 连续 的 . 




















二 次 可 微 且 其 一 阶 与 二 阶 导数 都 在 Co 中 的 


























. . 1 
体 , 4 是 热 核 半 群 的 无 穷 小 算 子 . 证 明 : CO C DA 且 A4f = >A 




















. 证 明 : R* 上 的 Feller 


Ae BH(R'), 





. 证 明 : 当 d= 1 时 , D(4) = C6. 
. 求 Poisson 半 群 与 复合 Poisson 半 群 的 无 穷 小 算 子 . 
. 证 明 : 0 点 反射 的 Brown 运动 与 [0,1] 上 反射 











实 值 函数 全 


| Brown 运动 都 是 Feller 过 程 . 


过 程 X 是 Lévy 过 程 当 且 仅 当 对 任何 上 > sz 0,z€ RY, 





Pp” (X: ep 及 。 & A|ZF,) es P(X Xo § A). 


设 X 是 Lévy 过 程 , 证 明 : 对 任何 t+ > 0, P(Xt = Xt_)=1. 





设 d= 1,9 是 Lévy 指数 , 证明: 








lim 二 





Lévy 指数 $$ 有 界 当 














. 仅 当 pp 是 复合 Poisson 半 群 的 Lévy 指数 . 


13. 


14. 


15. 


* 16. 


17. 


18. 
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设 X 是 Lekvy 指数 如 (4.3.2) 的 Lévy 过 程 证明: 对 任何 a > 0, 测度 








1 
了 (Xi E dz) 当 t 0 时 在 {|z| > a} 上 淡 收 化 于 .J(dz)， 








证 明 : 一 个 平稳 独立 增 量 过 程 和 对 应 的 对 卷 积 有 半 群 性 的 测度 族 {x :上 > 0} 
是 一 个 卷 积 半 群 当 且 仅 当 和 在 0 点 随机 连续 . 
设 (P) 是 及 上 由 一 个 卷 积 半 群 诱导 的 转移 半 群 , 记 Co := Co( 及 ?) 是 无 穷 远 
处 趋 于 零 的 连续 函数 全 体 . 证 明 : 
(1) 对 任何 上 > 0, Pi(C0) C Oo; 

(2) 对 任何 fs Co, 当 tt 0 时, Pf 一致 收敛 于 了. 

以 及 . 为 状态 空间 且 轨 道 是 递增 函数 的 Lévy 过 程 称 为 是 从 属 子 (subordinator)， 
从 属 子 的 卷 积 半 群 是 支撑 在 [0,co) 上 的 . 证 明 : {m4} 是 从 属 子 的 卷 积 半 群 当 且 














































































































仅 当 存在 上 > 0 与 一 个 (0,co) 上 的 测度 jy, 满足 1 TA(ds) < co, 使 得 
对 s>0， 

* e “nl(ds)= ep ( t(bzx + | (1 ond) ). 

0 0 




















设 (P:) 是 (E,€) 转移 半 群 对 A 6, [起 二) 上 P.(%;A) 可 测 ， (7m:) 是 一 个 从 
属 子 的 卷 积 半 群 . 证 明 : 

















Pi/(zx, A) := 让 P,(x, A)m (du) 


0 
定义 了 (EB,8) 上 的 一 个 转移 半 群 且 若 (P,) 是 时 间 齐 次 的 , 则 (P/) 也 是 . 
任 取 86 & (0,1). 证 明 : 


(1) 对 任何 +> 0, 函数 z - ert ,we€ (0,co) 是 完全 单调 的 . 因此 由 Bernstein 



























































定理 , 它 是 (0, co) 上 唯一 的 概率 测度 ne 的 Laplace 变换 . 
(2) (72 :t > 0) 是 (0,co) 上 卷 积 半 群 , 对 应 的 Lévy 过 程 称 为 是 6- 单 边 稳定 


(3) 取 及 4 上 热 核 半 群 (5.), 定义 























则 (re ) 是 指标 为 26 的 对 称 稳定 半 群 . 











19. 如 果 和 是 Lévy 过 程 ,证 明 : 对 任何 实数 w exp(iuX, 十 tp$(w)) 是 复 值 蒜 ， 
* 20. 设 {mt} 是 卷 积 半 群 , Go 是 U,suppm 生成 的 最 小 财 子 群 . 证 明 : GY = {z : 
gz) = 0) 其 中 Gf:={yERI ez) =1 zeEGo 
21. 设 {mv} 是 卷 积 半 群 ,其 Lévy 指数 为 $B. 非 负 Radon 测度 4 称 为 是 {xi} 的 不 
变 测度 , 如 果 对 任何 t,x* zi = 人/. 证明 : 
(1) 概率 测度 不 可 能 是 不 变 测度 . Lebesgue 测度 及 其 常数 倍 总 是 不 变 测度 . 如 
果 卷 积 半 群 没有 其 他 不 变 测度 , 说 它 有 唯一 不 变 测度 . 
(2) 对 称 卷 积 半 群 有 唯一 不 变 测 度 当 且 仅 当 $$ 有 了 唯一 零点 . 因此 Brown 运动 与 
对 称 稳定 过 程 有 唯一 不 变 测 度 . 










































































































































































84.4 Brown 运动 与 经 典 位 势 


在 82.6 中 , 我 们 已 经 证 明了 Brown 运动 作为 以 热 核 作为 转移 函数 的 连续 轨道 
的 Markov 过 程 的 存在 性 , Brown 运动 是 当然 的 最 重要 的 随机 过 程 . Brown 运动 
一 个 Lévy 过 程 , 因此 是 连续 的 强 Markov 过 程 . 下 面 我 们 将 利用 强 Markov 性 在 
Brown 运动 与 位 势 理 论 间 的 关系 . 

设 (Fi) 是 Brown 运动 的 被 强化 了 的 自然 流 ，T 是 (多 4)- 停 时 , 则 对 任何 
(90, 多 ) 有 界 或 非 负 随机 变量 Y， 











ul 












































3 






























































(Yo0T;T < oo) = E*(E?T(Y):T < co). (SM) 


ru 





昌 Markov 性 有 一 个 更 一 般 的 形式 : 设 p 是 [0,co)xgQ 上 的 可 测 有 界 或 非 负 函数 ， 


T 是 停 时 , 那么 








E® (g(T,07());T < 00) = Er ([ESr p(t, 7;T < 00). (SM') 











从 (SM) 推出 (SM”) 的 证 明 是 标准 的 , 读者 可 作为 习题 证 明之 . 
强 Markov 性 是 非常 直观 且 有 用 的 性 质 , 下面 我 们 给 出 它 的 一 些 应 用 . 首先 我 
们 将 证 明 重 要 的 反射 原理 . 下 面 我 们 总 记 卫 = 了 ,7T。 为 点 {a} CR 的 首 中 时 . 









































































































































定理 4.4.1 (Reflection principle) 设 a>0,t>0, 则 


P(T, <t) = 2P(B, > a). 
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证 明 令 p(s,w) := 1(s<4B_.(w)>a)s 那么 


2(Ta， 07。 ()) = 1{7, <i,Bi>a}: 

















利用 强 Markov 性 (SM”)， 


P(B, > a) = P(T, < t,B: > a) 








= E(E?” (p(s, ))|s=7,, Ta < 如 








三 下 P“ (DB 。 > a)|s=7T,, Ta < t) 





= ~P(T, < ), 
























































ra ji ee 
三 个 等 号 是 因为 由 Brown 运动 的 对 称 性 推出 P*(B,_。 > a) = 可 证 毕 . 




















直观 地 讲 , 反射 原理 是 说 P(T, <t,Bi>a)=P(T。<t,Bi<a), 即 从 0 出 发 
在 t 时 刻 前 通过 a 的 轨道 中 , 由 反射 可 看 出 在 t 时 刻 在 a 上 的 轨道 与 在 二 时 刻 在 a 
下 的 轨道 是 一 一 对 应 的 , 这 来 自 于 对 离散 时 对 称 随机 游 动 轨道 的 观察 , 离散 时 的 证 
明 是 简单 而 直接 的 (参考 文献 [14].) 连续 的 情况 要 用 到 强 Markov 性 , 由 此 也 可 以 
感觉 到 离散 和 连续 时 思想 是 类 似 的 . 利用 反射 原理 我 们 来 计算 0 点 出 发 首次 通过 时 
7T。 的 分 布 . 继续 上 面 定理 的 计算 ， 





























































































































































































































> “1 二 t a _ 
P(T, <t#t) = 2P(B >o=-2/ ——e 2tdz= . e 2zdz, 
( * J, V2rt 0 V277z3 


那么 T, 的 Laplace 变换 为 





2 2 
了 Re-s7。 一 2 / ee] —e 2tdzx 
0 V2nt 








PS ER ss 
三 2 / az | e te 2¢dt 
a 0 V2nt 
co ,— V2sz 
各 四 
一 25 一 dz 一 eVY2so， 
区 V2s 


第 三 个 等 式 的 关键 是 恒等式 
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Wa 4a 
此 可 以 推出 过 程 a Tu 是 一 个 递增 的 平稳 独立 增 量 过 程 . 






































口 











忆 z 是 Ae@° 的 
运动 的 点 是 其 本 身 的 


正则 点 , 如 果 P*(7T4 = 0)=1 


E 则 点 且 其 轨道 的 零点 集 是 一 个 拓 





























定理 4.4.2 设 B 是 1- 维 Brown 运动 . 


(1) 对 任何 ae R, P*(T, = 0)=1; 



















































































维 Brown 








下 面 定 理 证 明 
扑 Cantor 集 . 






























































(2) 对 几乎 所 有 的 w, 轨道 的 零点 集 {人 t: Bi(w) = 0} 是 一 个 Lebesgue 测度 为 零 
的 拓扑 Cantor 集 , 精确 地 说 , 它 是 无 处 稠 的 且 无 孤立 点 的 闭 集 . 
证 明 (1) 证 明 的 方法 很 多 . 由 的 Laplace 变换 推出 对 任何 x 关 a， 
Ere-sTe e—V2slz—al 
令 T=T0. 对 t+t> 0, 用 Markov 性 ,因为 B; 关 0 a.s.， 
Le tt) E?re-*7) 一 e 上 e— V2s|B4l. 
让 t+ 0, 得 Ee-s7=1, 因 此 P(T=0)=1. 





























-个 更 简单 的 方法 是 利 














Brown 运动 的 对 称 性 和 连续 性 . 


对 任何 t+ > 0， 































































































1 

Pp 了 io,co) < t) > P(B: > 0) 一 了 Blumenthal 0-1 律 ， P(TIo,w) 一 0) 三 -上 同 理 
P(T(_ ,0 =0)=1. 由 连续 性 推出 P(T = 0) = 1 

(2) 零点 集 是 闭 且 Lebesgue 测度 为 零 是 显然 的 事实 , 因此 它 也 一 定 是 无 处 稠 的 . 

现在 证 明 没 有 孤立 的 零点 . 固定 0<s<t, 令 TT, := s 十 To0,, 如 果 B 在 (s,t) 间 恰 

有 一 个 零点 , 那么 t > T, 表示 (s,t) 间 至 少 有 一 个 零点 , 且 To67, > 0 表示 Ts 后 不 
















































































能 再 马上 命中 0, 因此 若 用 Ns; 表示 事件 : B 在 (s,t) 仅 有 一 个 零点 , 则 

P(Ns 1) < P(T, <t,To07 > 0)= E(P?7(T >0);T, <t) < P(T >0)=0. 
令 NN := Uisico Nsts 其 中 @ 是 有 理 数 集 , 那么 P(N) = 0, 并 且 若 w 只 N， 
t 嘱 Bi(w) 的 零点 没有 孤立 点 . 证 毕 . 

下 面 我 们 来 讨论 Brown 运动 的 极 集 与 常 返 集 . 极 集 的 定义 见 定义 4.2.4. 它 表 
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示 一 个 过 程 永远 不 会 到 达 的 旨 
定义 4.4.1 Borel 集 4 称 为 是 常 返 的 , 如 果 对 任何 x 有 P*(T4 < co) = 1. 否则 称 
为 暂 留 的 . 
也 就 是 说 极 集 是 几乎 所 有 轨道 都 不 会 遇 到 的 集合 , 而 常 返 是 几乎 所 有 轨道 一 定 
会 遇 到 的 集合 . 常 返 的 概念 类 似 于 Markov 链 中 所 定义 的 . 首先 上 面 7T。 的 Laplace 
变换 的 表达 式 说 明 P(T。< co) = 1, 即 证 明了 一 维 Brown 运动 的 单 点 集 因 此 任何 非 


空 集 都 是 常 返 的 . 但 是 二 维 及 以 上 的 Brown 运动 的 单 点 集 却 是 极 集 . 这 主要 是 因为 





合 , 但 常 返 集 恰好 相反 . 


al 
























































Il 


























b 
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| | 



































其 中 C(d) 是 只 与 dq 有 关 的 常数 . 这 决定 了 在 4d < 2 时 紧 集 是 常 返 的 而 &>3 时 是 


车 厅 多 的 . 




















定理 4.4.3 设 B 是 d- 维 Brown 运动 . 



































2) 当 dq = 2 时 , 不 是 极 集 的 Borel 集 一 定 是 常 返 的 . 因此 任何 开 集 是 常 返 的 . 
3) 当 d > 3 时 , 紧 集 是 暂 留 的 . 














证 明 (1) 设 To 是 0 的 首 中 时 ,对 M>s>0, 令 TG) :=s+70o0., 那 么 Tts) 是 停 
时 . 用 强 Markov 性 , 对 任何 ze 及 4 和 以 原点 为 中 心 7 为 半径 的 球 G，， 


「 1 
B” (/ lg, (Bdt) oO , TI) < | 
0 


i 
mr (meem， (/ 16, (Bat TO < 1 
0 


1 
= m) |/ a / plt, y)dt. 


Gs 0 
























































la,( (Budtj oroszO < | 





la, (Bi ze)dt, TI < ny) 
十 下 (2) 


/ iceoatTo sr 
了 全 


(s) 














了 
-人 
人 


M+1 
< E” / 16, (Bi)dt 


8 


M+1 
M+1l—s 
-人 i rev- satslo rs 


其 中 |G.| 表示 G。 的 体积 . 因此 有 





























1 
M+1l1—: 
pr < Mm) ay] pyars lor. SH, 
Ge 0 (27rs)> 








由 Fatou 引 理 , lim,_,o /plt,y)dt = co, 故 推出 对 任何 M > s > 0, P*(T() < 

















M)=0. 让 MM 一 0o0,s 一 0, 便 推出 了 Pz(T < co) = 0. 


























(2) 设 f(z) := P*(T4 < 0%0), 则 Pef =P(T4o0; < 00)<f 且 Pif 1f. 对 任何 
nz 宕 1,t>0, 





"Pp.(f -Pif)ds = "pfas 
| rn) 


下 


ntt 
/ Psfds— J Psfds<t. 


0 n 


因为 当 d < 2 时 有 /p(t,z)dt = 十 oo0, 故 f= Pf a.e.. 因此 对 ts>0,Pf= Pf 














a.e. 因 两 边 都 是 连续 的 , 故 有 Pf = Psf = f. 另外 由 控制 收敛 定理 


| 
































lim |Pf(x)— Pf(y)| < dim a /lol |p(t, Zz) — p(t,x — z)|dz = 0. 
t— oo 


因此 了 是 常数 . 


现在 对 上 > 0, 由 Markov 性 ， 


PY(t<TA<o% 


让 t+ 一 00 得 0= (1 一 了 )f, 因此 f 和 恒 为 1 或 恒 为 零 , 即 4 是 常 返 或 是 极 集 . 
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PY (TA oO <o0,t< Ta) 


EY(f (Bi),t < TA) = PY(t < TA):f. 









































(人 省 这 区 时 2 人 (人 :)dt 是 一 个 严格 正 局 部 可 积 函 数 . 取 单 位 球 G 及 
紧 集 4, 则 由 强 Markov 性 ， 
站 g(y)dy = wf la(Bi)dt 
G—z 0 
> E” / la(Bi)dt, TA < oo) 
TA 
se 5 la(Bi)dt, TA < co) 
0 
> PTA < eo) inf /oay 
zEA“*G—z 
因为 4 有 界 ， 故 inf ,A/o_ ， g(y)dy > 0. FW ey g(y)dy = 0, 因此 
lims_,wo P*(T4 < 00) = 0. 推出 4 暂 留 . 
Brown 运动 实际 上 是 经 典 的 Newton 位 势 理论 的 另 一 种 表述 . 下 面 我 们 给 出 经 
的 Dirichlet 问题 的 概率 解 , 这 是 由 Kakutani(1944) 和 Doob(1954) 发 现 的 . 
定义 4.4.2 区 域 DCR" 上 的 函数 wu 称 为 在 D 上 调和 , 如 果 w 是 局 部 可 积 且 球 








面 平均 性 质 成 立 , 即 对 任何 re D, 存在 e> 0, 当 +<e 时 有 


1 


其 中 oj 是 球面 5.(z) 上 的 


一 个 已 知 的 事实 是 w 在 








Dirichlet 
在 











问题 是 这 样 的 : 给 定 边界 9D 上 
E D 上 连续 在 D 上 调和 的 函数 如 使 得 wu。 = f? 当然 Dirichlet 问题 在 分 析 中 已 


(x) 


”Sr(z) 





四 











D 上 调和 当 . 








四 





. 仪 当 久 无 
的 一 个 连续 函数 f, 上 








V(V)azar(dy)， 








穷 次 可 微 且 Au = 0. 所 谓 的 
面条 件 下 存在 一 个 





















































经 有 非常 丰富 深刻 的 结果 . 我 们 在 这 里 给 出 一 个 概率 解 只 是 为 了 说 明 Brown 运动 与 








位 势 之 间 的 本 质 关 系 . 


定理 4.4.4 设 区 域 DCRs 是 有 界 





一 解 


其 中 全 是 也 * 的 首 中 时 . 

















证 明 因 D 有 界 , 故 P*(T < co)=1. 由 连续 性 

















首先 唯一 性 是 容易 的 . 
E 出 不 可 能 在 D 上 达到 最 大 








而 调和 函数 球面 平均 性 质 
达到 . 因此 唯一 性 成 立 . 




















(1) 验证 义 在 9D 上 是 f. 


E®f(Bo) = f(z). 



























































(2) 验证 在 DD 上 误 



































自然 P* a.s., 有 7 < co 














变 的 , 故 当 z = 0 时 , B; 是 5,(0) 上 的 均匀 分 布 . 又 


Sr(z) 上 的 均匀 分 布 . 

















生 观 地 ,从 z 点 出 发 , 在 过 到 D* 前 一 定 会 9 











To0; 十 7 二 了 T. (读者 应 该 




















‘ i 


Yr (Z) 











Ba 


此 久 在 D 上调 和. 
(3) 验证 w 在 

















| 
TT 
辽 





;) = E*f(Br), x € 也 ， 



































下 面 分 三 步 证 明 (4.4.1) 中 定义 的 函数 wu 是 Dirichlet 问题 的 解 . 
为 D° 是 正则 的 , 故 对 ze 9D, u(x) 


inf{t > 0:|B,— Bo|l > 了 


. B, 在 球面 S,(z) 上 ， 因为 标 ; 












































行 地 严格 证 明之 .) 由 强 Markov 性 











= E*E?’/f(Br) 








Ep* f(Br)o0, = E*fF(B(To0, + 7)) 


验证 在 9D 上 连续 .人 




















E 取 ae 9D, 要 证 明 


的 且 D° 是 正则 的 , 则 上 述 Dirichlet 问题 有 唯 














(4.4.1) 


出 Br € 0D, 故 等 式 (4.4.1) 右 


央 wv 在 有 界 闭 集 D 上 连续 , 故 达 到 最 大 最 小 值 . 


可 能 在 边界 上 


E”f(Br)= 


E 何 x € D, 存在 e > 0, 使 得 以 z 为 中 心 , 以 e 为 


半径 的 闭 球 包含 在 D 中 . 对 任何 0 <r < 6 令 


住 Brown 运动 是 旋转 不 


E 知 一 般 地 B， 是 


E 遇 到 5,(z)*, 即 P”a.s.， 有 














因为 f 是 在 9D 上 其 实 








而 这 等 同 于 lims_,。 P*(| 
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lim Ef(Br)= f(a). 


za,TED 


是 一 致 连续 的 , 故 只 需 验 证 对 任何 e > 0, 有 








lim P (Br 一 al >e)=0. 


人 一作 














Br 一 x|> 6e)=0. 任 取 t+>0, 用 T(x) 表示 Brown 运动 从 


2 出 发 首次 离开 半径 为 e 的 球 的 时 间 ， 








PP (Br 一 2z| > 6) = 


< 


显然 P(7.(0) = 0) = 0， 



































P*(|IBr—-z|>eT&t+P(lBr- -rz|>eT>t1) 





P(e(z) <t)+P*(T>t)= P(r(0) <t) +P*(T>). 











Pe(T > 0) = 0. 对 任何 固定 的 上 > 0, 只 要 z mm Pe(T > 站 
是 上 半 连 续 的 , 便 推出 


= 0. 因此 在 上 面 不 等 式 








msup, ,a P*(T>t) < P°(T>t)=0,B 1lim,,,P*(T > 


两 边 取 极限 得 





lim P*(|Bz ~ x| > €) < P(7.(0) < #t)). 


I 





而 右边 是 个 无 穷 小 量 ， 





E 出 所 需 结 论 . 故 最 后 我 们 需要 证 明 z 一 P*(T > tt) 上 




















连续 . 








的 连续 函数 . 而 P*(T < 


续 的 , 即 P(T > 如 上 六 连续 . 


事实 上 , 对 任何 0<s<t,P*(To0,++s<t)=E*(P3:(T <t—s)) 是 个 关于 z 


t) 是 P*(To0, 十 st) 的 递增 极限 , 故 P(T< 如 是 下 半 连 

















习题 

















1. 以 下 习题 中 , 设 B = (Bit>o 是 1- 维 标准 Brown 运动 . 设 a > 0, 寺 > 0, 定义 


证 明 : 妃 " 等 价 于 B. 


2. 设 0>a>0,59, := 





supselot] Bs 证 明 : 
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P(S, > b,B: < a)= 了 下 (B,<a-20) = PY(B, < a), 
并 求 (Bi, S54) 的 联合 密度 . 

3. 证 明 : S51 一 Bi 与 |B1| 的 分 布 相同 . 

4. 证 明 : (Bi, S51) 是 状态 空间 为 {(z,y) :x < y,y > 0} 的 Markov 过 程 , 并 计算 划 
转移 函数 . 

5. 设 了 一 T(_owoo 那么 过 程 Binz 称 为 是 Rj 上 具有 吸收 辟 0 的 Brown 运动 ， 
而 过 程 |B| 也 是 右 过 程 , 称 为 是 R; 上 具有 反射 壁 0 的 Brown 运动 . 分 别 计算 
它们 的 转移 函数 . 

6. 证 明 : 过 程 {7T。 :a > 0} 是 左 连续 的 , 有 平稳 独立 增 量 在 任何 区 间 上 都 不 连续 
的 增 过 程 . 如 果 定 义 To := limsls T, 证 明 : 对 任何 a > 0, Ts = T, a.s.. 

7. 证 明 : 

lim VtiP(B, < 1,Vs <t)= /2 
A a 

8. 证 明 : 集合 4 的 正则 点 一 定 是 4 的 Euclid 意义 下 的 极限 点 . 对 1- 维 Brown 
运动 , 反之 亦 然 . 

9. 设 了 是 集合 4 的 首 中 时 . 证 明 : 对 任何 tz 0, 当 了 >t 时 有 To0, 十 t=T. 由 
此 证 明定 理 4.4.4 中 的 用 到 的 一 个 断言 : To07 十 T= 二 Ta.s.. 

10. 证 明 : 一 维 Brown 运动 的 精细 拓扑 与 通常 拓扑 一 致 . 而 二 维 以 上 的 Brown 运 

















动 的 精细 拓扑 严格 细 于 通常 拓扑 . 



































84.5 局 部 时 与 游离 理论 


下 面 介 绍 Brown 运动 的 局 部 时 
83.5 中 我 们 介绍 了 一 个 连续 半 著 的 
被 引入 的 也 是 最 多 被 讨论 的 . 
续 增 过 程 L7, 称 为 Brown 运动 在 xz 点 的 














(B， Te (Bo ar/ 1(0,0)( 


性质 , 这 个 概念 的 引入 要 归功 于 Lévy. 在 
十， 当然 关于 Brown 运动 的 局 部 时 是 首先 
岗 在 设 B 是 Brown 运动 , 对 任何 zx € R, 存在 一 个 











连 








局 部 时 , 使 得 对 任何 由 


1 
B, — 7)dB,+ 本 
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t 
|B 一 zl -|Bo— 2z|= | sgn(B, — x)dB,s + Li. 
0 








特别 地 , 写 Li = 9, Brown 运动 在 0 点 的 局 部 时 . 下 面 是 局 部 时 的 直观 意义 . 
引 理 4.5.1 对 任何 t+> 0, 在 L? 收敛 的 意义 下 有 





t 


1 
L: = lim 一 1 5 B,)ds. 
dr 5,+465)(B,) 


上 式 在 几乎 处 处 意义 下 对 所 有 t 成立 . 
证 明 作 函 数 fs 满足 方 (-co)=0 

















1 和 
fs 26 (—6,+6); 














是 个 凸 函 数 . 取 9 CS J gdz = 1, 人 gn (7) = Ng nz), fn 二 gm * 方 ， 那么 


本 














太一 广 ) 及 一 天 .而 除了 两 个 点 { 一 6 上 +6} 外 ,六 一 站. 由 It6 公式 ， 











t 1 3 
fn(B:) 要 fn (Bo) = ,| 万 (B。)dB。 本 >) f7 (Bs)ds. 
0 0 

















L 











让 n 一 o0, 因为 B, 在 [0,4 上 等 于 两 个 固定 点 的 s 集合 的 测度 为 零 , 因此 几乎 处 
处 地 























而 当 5 一 0 时, 因为 |fs(Bi) 一 fs(Bo)| < 1Bi 一 Bol, 故 上 式 左 边 72 收 伍 于 B+ 一 Bi. 



































右边 第 一 项 也 L? 收敛 , 因为 由 随机 积分 性 质 
:( Wd ed 
了 性 
< ef 11_6,465(Bs)ds 
0 








故而 右边 第 三 项 , 即 引 理 中 的 右边 5? 收敛. 
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下 面 证 明 dL 的 支撑 supp 工 恰好 是 Z = {t : B= 0}. 首先 由 Tanaka 公式 
suppLCZ. 要 证 明 suppLD 2, 需要 一 个 引 理 . 











引 理 4.5.2 (Skorohod) 设 y 是 [0,co) 上 实 值 连续 函数 且 y(0) > 0, 则 存在 唯 
的 [0, ceo) 上 连续 函数 对 (z,z) 满足 : 

(1) z= 2+ 

(2) z 是 非 负 的 ; 
(3) z 是 递增 连续 函数 , x(0) = 0 且 dz(t) 文 撑 在 {t: z(t) = 0} 上 . 



































实际 上 , z(t) = sups<i(—y(s))+ = —infsciy(s) . 





证 明 验证 z(t) := sups<i(-y(s))+ 和 z := zz 十 y 满足 条 件 (1), (2), (3) 的 工作 读 















































省 可 自行 完成 . 关键 是 证 明 唯 一 性 . 设 ($,2) 也 满足 条 件 , 那么 > 一 全 = x 一人, 因 
(3), 改 


(的 -2 = 2 (zs) - ss)ate(s) — 308) 


-2 a -2 人 soulso 


0 





因此 z= 2, x = 全. 









































局 部 时 的 性 质 ， 1B = Pit Li, 其 中 Bt = i sgn(B)dB. 显然 Bt 是 连续 款 且 




















(8) = t, 由 Lévy 刻画 定理 3.4.12, 8 也 是 一 个 标准 Brown 运动 . 因此 由 上 面 的 弛 
理 推 























下 全 
Em 











L:=—inffB,. 


s<t 














这 得 出 两 个 推论 : 


(1) 对 任何 t, L: > 0 a.s., 即 0€ suppLl; 





(2) lim L: = oo. 


t— oo 





定理 4.5.1 局 部 时 在 且 只 在 Brown 运动 的 零点 增加 , 精确 地 suppL= 2 a.s.. 











证 明 只 需 验 证 supp 荆 DG. 对 任何 比邻 rz:= inf{fs >t:B,=0}, 则 7 是 停 时 




















由 强 Markov 性 s 王 B,,,。 是 标准 Brown 运动 . 它 的 局 部 时 是 s SL,, 4s 一 上 ,,. 故 


对 任何 s > 0, 了 +s。 > Zr a.s. 推出 ri € supp 工 a.s., 或 对 几乎 所 有 w, 对 所 有 有 理 




















| 
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数 tri(w) e suppL(w). 现在 在 这 样 的 w 上 考虑 , 如 果 a 4 supp 工 , 存在 a 的 领域 
Us nsuppL= 2. 取 有 理 数 t<a 且 aeEUo, 则 tr 有 上 且 riesuppL. 故 rd Us 
推出 a 4 2Z. 因此 有 ZCsuppL. 




































































设 (7T1) 是 L 








中 





的 右 连 续 逆 , 即 于 := inffs>0: 工 > 寻 , 那 么 到 是 停 时 
Li 二 tTL, 二 Ti. 因 7t 王 < 关 当 上 且 仅 当 王 在 [Im 二 上 是 常数 , 而 supp 厂 实际 上 
是 dLi 测度 为 零 的 最 大 开 集 的 补 集 , 故 














Wh 





(supp L)° = U (re TD) = 2°. 


t>0 


引 理 4.5.3 (1) 设 工 是 停 时 ,t+ > 0 是 正 随机 变量 , 则 Lrii= Lr + LieOr; 


(2) 对 任何 t,s > 0, Ti4s = Tt 十 Tso07,. 




















证 明 利用 引 弄 





HH 





4.5.1, 得 


天 计生 
Lirit = lim | 1(_5+5)(Bs)ds 
25 / 


1 T+t 
-lim eh 1(_s,45)(Bs)ds 


| 

四 
局 
| 


5 一 0 26 


t 


1 
=Lrilim— /1 B,o07)d: 
a oe 





一 Lr i Lso07. 














利用 上 面 的 结论 计算 























Ti4s = inf{fr>0:L, >t+s}=inf{fr>0:7r>7,L, >t+s} 
= inf{r >0:L47,— Lr, > 5 十 元 
= inf{r >0:Zre0 > s}+n 


= Tso07, 十 Te. 




















mm 











现在 我 们 可 以 简单 地 介绍 由 It6 开创 的 Brown 运动 的 游离 (excursion) 理 论 . 因 
为 Brown 运动 的 零点 集 是 无 处 稠 零 测 度 的 完备 集 , 故 其 离开 0 点 的 时 间 是 一 个 笛 


无 
密 开 集 , 或 者 说 是 开 区 间 的 并 , 称 为 是 Brown 运动 关于 零点 的 游离 . (其 实 对 其 他 任 












































7 
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何 点 都 是 一 样 的 .) 现在 设 B = (Bi,P) 是 0 点 出 发 的 标准 Brown 运动 . 不 妨 设 样本 
空间 W 是 0 点 出 发 的 连续 函数 全 体 . 对 we W, 令 R(w) := inf{t > 0:w(t) = 0}. 
马 是 W 中 满足 R(w) > 0, 且 对 任何 t+> R(w) 有 w(t) = 0 的 连续 函数 w 全体 . 注 
意 , P(U) = 0 因为 P(R = 0)=1. 6 是 恒 等 于 0 的 连续 函数 . 对 weW,s>0, 如 
果 rs(w) > Ts_(w), 那么 (Ts_(w),7Ts(w)) 是 w 游离 0 点 的 一 个 极 大 区 间 , 定义 

























































































es(w) 一 {w(t+ Ts— )1(0,7,(w) 7, (w)) :BE [0, 00)}; 








右边 是 U 中 的 一 个 函数 . 如 果 rs(w) = Ts_(w), 定义 es := 6. 因为 7 的 不 连续 点 可 
数 , 因此 (e。) 是 以 Ui; 为 状态 空间 的 点 过 程 . 它 记录 了 Brown 运动 的 所 有 游离 区 间 ， 












































首先 (es) 是 o- 离散 的 . 令 Un := {we VU: R(w) > 2}, 那么 Us10 有 上 





下 1 

若 Ne((0,t] x Un) = #{s <t:7T -7 > 一 }, 则 7 z 一 Ne((0,t] x Un), 因此 
nN n 

Ne((0,d] x US:) < NT < oo a.s.. 


定理 4.5.2 (It6) 游离 过 程 (es) 是 一 个 平稳 (多 ;, )-Poisson 点 过 程 . 























| 


证 明 利用 定理 2.5.5 证 明之 . 首先 上 面 引 理 推 出 es+r = erob; . 
s>0,0<<…<ta 及 Ui EeUV, 由 强 Markov 性 推出 











此 对 任何 
















































































P(N,((s,s+ti] x Ui):1l<i< dl) 


= P(N.((0,ti] x Uu)o0r, :1 & i < dl,) 





= E(P3": (N,((0,ti] x Us):1<i<d) 











= P(N,((0,ti] x Us):1<i<d). 














完成 证 明 . 
It6 还 给 出 了 游离 过 程 在 UV 上 的 特征 测度 n, 它 也 称 为 是 It6 测度 . 在 这 里 我 们 
不 加 证 明 地 叙述 这 个 漂亮 的 结果 , 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [29]. 设 (Q,) 是 B 遇 到 
0 时 停 正 的 过 程 的 半 群 , 即 Bsr 的 转移 半 群 ,其 中 全 是 0 点 的 首 中 时 , 那么 





















































1 (一 2) (2 十 z) 
Qi:(zZ,dy) 一 Va e 2t oe 2t 1{zy>0}dy. 
Tt 


省 
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En 
Hi(dy) := lyle 2t dy, 








1 
V2nt 








那么 n 的 有 限 维 分 布 如 下 : 0 < <to < < 不 ) 册 关 0 ,yi 0,) 








n({w EU w(t) EE dy ,w(ti) € dyr}) 


= pe (dy1) Qt a (Yi dY2) Qe ts 1 (Vk 1, AVY). 








局 部 时 实际 上 是 两 个 参数 的 随机 过 程 (t,x) 一 L?(w). 已 知 固定 z 关于 变量 + 
是 连续 的 , 下 面 我 们 证 明 它 有 一 个 修正 是 关于 (t,xz) 联合 连续 的 . 首先 















































1 t 
ey 
0 


因此 只 需 验证 G(tz) := 帮 104,w)(B。)dB。 有 一 个 连续 修正 . 类 似 于 Brown 运动 构 











造 , 只 需 证 明 对 任何 > 0, 存在 常数 C > 0, 使 得 对 任何 z,y € 及 ， 














E sup |G(t,7)— G(t,y)) < C(z — y)’. 
te[0,T] 




















为 G(.,X) 一 G(:,y) 是 连续 款 , 故 由 Doob 蒜 不 等 式 ， 





























4 
E sup |G(t,x)— G(t,y)|’ < 已 下 |G(T,z) GOT 人 


























要 估计 右边 , 需要 一 个 不 等 式 : 对 任何 连续 蒜 M, 有 
EML < 36E(M)?. 


让 我 们 先 承 认 这 个 不 等 式 , 那么 





EIG(T, x) 一 GT 


人 


T 2 
36E (/ ren(Byds) 
0 


36/ / P(B, € (zz 人) 下 (BE (x,y|)dsdt 


0 


T TT 
< 36(z 一 | | i 
.| 0 0 V2nt V2ns 
72T 
——(z —y)”. 

T 
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上 面 的 款 不 等 式 证 明 如 下 . 由 It6 公式 ， 


















































然后 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 
因此 不 妨 设 (t,x) 一 L* 是 连续 的 . 











定理 4.5.3 (It6-Tanaka) 设 /是 凸 函 数 , 则 其 二 阶 导数 是 一 个 Radon 测度 jy， 


1B) = 1(B0)+ | F084aB. + 3 Lenas), 











其 中 jp 是 f 的 Schwarz 意义 下 的 二 阶 导 数 . 
证 明 首先 容易 验证 随机 积分 的 Fubini 定理 : 如 果 是 R* 上 有 和 界 可 测 函 数 ,j 是 
R 上 有 限 测 度 , 那么 


站 dz | rl, BdB, 三 fas, | F(z,B,)dz. 


R 0 



































不 妨 设 nj 是 紧 支 撑 的 , 那么 存在 a,b, 使 得 


1 


f(y) := a+by+ 3 人 2Z|UF(dz). 






































1 ec a 
故 f(y) = 二 b+ js 58gn(Y Z)Ur(dz). 对 Tanaka 公式 两 边关 于 jp 积分 并 应 





Fubini 定理 便 推出 定理 结论 . 






































设 g 是 紧 文 撑 连 续 函 数 , lj (dz) = 9g(z)dz, 那么 比较 It6 公式 推出 


| aa . yd 
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公式 对 于 Borel 可 测 函 数 9 仍然 成 立 . 称 为 占据 时 间 公 式 . 


习 题 


9 三 sups<t Bs, 证 明 : 过 程 (65 二 BB,8;) 汪 (|B4|;L) 等 价 ， 
. 证 明 It6-Tanaka 定理 证 明 中 所 叙述 的 关于 随机 积分 的 Fubini 定理 . 
. 设 f(z) = |zl, 证 明 : 








1 


. 证 明 : 局 部 时 的 道 (74) 是 两 个 严格 增 的 Lévy 过 程 . 


. 设 B= (Bi,B?) 是 标准 2 维 Brown 运动 . 7 是 B1 的 局 部 时 的 道 , 证 明 : B2 




















是 对 称 Cauchy 过 程 . 


84.6 Markov 过 程 的 变换 











设 
X= (0,F,(F), (Xi), (01), P") 
是 状态 空间 巨 上 的 右 Markov 过 程 , 其 半 群 和 驳 解 分 别 是 (Pi), (UV*). 我 们 先 来 介 
绍 乘 泛 函 . 
定义 4.6.1 一 个 实 值 右 连续 随机 过 程 M = (Mi :上 > 0) 称 为 是 X 的 乘 泛 函 , 如 果 





下 列 条 件 满足 : 


对 任 





(1) 对 任何 上 > 0, 有 Mi e [0,1]; 
(2) M = (Mi) 是 ( 久 ,) 适应 的 ; 











右 











Ms s(w) = M,(w): Mi(0sw) 

何 t,s 之 0 成立. 

-个 乘 泛 函 M 称 为 是 恰好 的 , 如 果 对 任何 t+ > 0, tn 440, 有 Mw,o01, 一 Mi. 
条 件 (3) 可 以 由 看 上 去 更 弱 的 条 件 (3) 代替 : 
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3/) 对 任何 t,s > 0, Ms。 = M。 Mic0, a.s.. 

(3 推出 (3) 的 证 明 过 程 称 为 M 的 完美 化 , 参考 文献 [30], [15]. 上 面 的 条 
件 (1),(3) 强 含 着 M 是 递减 的 , 故 这 样 的 过 程 也 通常 称 为 递减 乘 泛 函 , 如 果 把 条 件 
(2) 去 掉 , 那么 M 称 为 原始 的 乘 泛 函 . 



































例 4.6.1 对 任何 a > 0,tm e 叶 总 是 乘 泛 函 . 设 人 是 随机 时 间 , 令 Mi := 1fi<zr)j， 
那么 M 是 满足 (1) 的 右 连续 随机 过 程 . 容易 验证 M 适应 当 且 仅 当 了 是 停 时 ; M 
满足 (3) 当 且 仅 当 也是 原始 的 终止 时 , 还 应 该 注意 末 离 时 不 是 停 时 , 但 是 一 个 原始 
的 终止 时 ; 首 中 时 是 恰好 的 而 进入 时 不 是 恰好 的 . 

设 M 是 乘 泛 函 . 由 乘 性 (3) 知 , M2 = Mo, 再 由 Blumenthal 0-1 律 推出 对 任 
何 x eB,P*(Mo ==1)=0 或 者 1. 定义 














































































































Em :一 {Z GE 五: Pp” (Mo 一 1) 一 1}, 


Sm := inf{t > 0: M: = 0}, 





它们 分 别称 为 是 M 的 永久 点 集 与 生命 时 . 说 M 是 右 的 乘 泛 函 , 如 果 Em 是 近乎 可 
选 的 . 随机 变量 Sw 是 停 时 , 因为 {Sy 世相 = {Mi = 0}e 多 1. 另外 Sm 还 是 终止 
时 , 因为 如 果 Sy > 即 M > 0, 那么 


























Smo°0:= inf{s >0: Mo0 = 0} 


=inf{s>0: Ms=0}= Sw —t. 


当 Sy >5 时 , 我们 说 M 恒 正 . 
对 马上 非 负 8*- 可 测 函 数 f, 定义 

















Qif (7) := E*(f(Xi)Mi), rE E,t>0. 


引 理 4.6.1 (Qi) 是 如上 的 转移 半 群 . 

















证 明 因为 f(Xi,)Mi 是 多, 可 测 的 , 故 Qf e 8*. 利用 Markov 性 与 M 的 乘 性 ， 














Qi1Qsf(7) = (Qsf (Xi)M:) 











= E((f(X,)M,)°0M:) 








三 了 Cs Mo = Qtrsf (7). 
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最 后 Qil(z) = E? (Mi; Xe E)<1. 
两 个 乘 泛 函 的 乘积 当然 还 是 乘 泛 函 , 乘 泛 函 M 与 Mloc) 产生 的 半 群 是 一 样 




















E> 
的 , 因此 我 们 不 妨 总 假设 Sw < ¢. 因为 (Qi1) 是 Markov 转移 半 群 , 故 应 该 有 一 个 
Markov 过 程 对 应 于 它 或 者 说 对 应 于 M, 怎么 描述 这 个 过 程 呢 ? 先 定 义 Killing 算 子 




















族 (ki;): 对 任何 t > 0， 





是 (Q, 多 9) 上 的 可 测 映 射 , 它 把 轨道 从 时 刻 截断 放 入 攻 墓 .显然 ,okt = 贸 。， 
s < 已 而 Xeoks = As>t 对 (0, 多 ，) 上 的 非 负 或 有 界 随机 变量 Z, 定义 




















Q°(2) := wf Zokid(— M1), 


(0, 二 oo] 
其 中 M。 := 0. 我 们 来 证 明 


Qif (x) = Qf(Xi), rE E,t>0. 








定义 














Q(X) =E Xk MM,) 


(0,00] 








= E” | f (Xi)d(—M,) 


(t,00] 

















= E*(f(X)Mi) = Qf (x). 











因此 下 面 的 定理 是 直观 的 . 
定理 4.6.1 如 果 M 是 右 的 乘 泛 函 , 那么 过 程 











Y = (0, F, Fi, Xi,01, Q”) 





Mm 


是 Em 上 , 转移 半 群 为 (8,) 的 右 Markov 过 程 , 其 中 强化 是 相对 于 概率 (Q@”: >z 
Em ) 的 . 


{TH 














证 明 不 难 从 定义 直接 验证 它 是 一 个 右 连 续 简单 Markov 过 程 . 关键 是 证 明 它 满 
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(HD2). 这 证 明 涉及 许多 细节 , 不 适合 在 这 里 叙述 , 可 参考 文献 [30] 中 的 861. 但 如 
果 M 是 恰好 的 , 证 明 要 简单 得 多 . 用 (V*) 表示 (@,) 的 豫 解 算 子 , 对 8* 非 负 可 测 
函数 上 和 ay>0, 定 义 





















































( wf ef(Xi)d—Mi), rE Em, 
PS% f(z) = | 2 
Un， 人 














[Ss 














当 M = lioz) 时 , P& f= Pf. 我 们 来 证 明 关于 算 子 Ps 的 几 个 事实 . 首 9 








Po Uf = | esf(X)1— Ms)ds =U*f —V°/. 
0 




















“. 事实 上 , 当 xz 4 Em 时 是 显然 的 , 如 果 z E Em, 那么 


5 





这 实际 上 是 豫 解 方程 的 推 
利用 Markov 性 和 Fubini 定理 ， 






































Pe U® f(x) -ze / ceaCao / e “sf(X,)o0ds 
0 0 
= E” d(—M:) e “sf(X,)ds 
| es 











3 


清关 efx)ds / d(— Mi) 


(0,s] 





























注意 第 一 个 等 号 要 用 到 一 个 重要 公式 , 见 文献 [30] 中 (32.6). 下 面 再 证 明 P& U®f 
:恰当 时 , 它 是 a- 过 分 的 . 事实 上 , 由 Markov 性 , 且 因 为 






















































































Pr Pe Uf(7x) = 只 est Xi) 一 Msogi)ds 











tO FX) (1 Mods 





人 
EE 
Es 

8 
[qo 
六 








-Be | of) Mo)ds 
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< PyUeF(z). 


这 是 a- 上 平均 性 . 做 变量 替换 , 我 们 有 

















Pe Pe U®*f(z) = ”| esf(X)(1 — M。iogi)ds， 


t 

















四 收敛 定理 推出 








< 


如 果 M 是 恰好 的 , 那么 当 上 上 0 时 , Ms_io0: 上 Ms, 因此 由 单 

















PPyUejz)TPYUeA(z). 

















这 样 我 们 证 明了 如 果 f € Ci,(E), 那么 V*f 是 两 个 a- 过 分 函数 的 差 ， 故 
定理 4.2.3 推出 V*foX. 是 右 连 续 的 . 
定理 4.2.9 看 出 来 如 果 M 是 恰好 的 , 那么 V*f 是 精细 连续 函数 的 差 
也 是 精细 连续 的 , 故 Em = {V1 > 0} 是 精细 开外 
X 经 过 其 一 个 乘 泛 函 M 而 得 到 过 程 Y 的 方法 称 为 是 Markov 过 程 的 Killing 
变换 , 它 是 Markov 过 程 理论 中 常见 变换 之 一 , 了 称 为 是 和 的 M- 子 过 程 . 如 果 
Mi = er AM- 子 过 程 也 称 为 a- 子 过 程 . 如 果 G 是 巨 的 开 子 集 ,7+ 是 Ge 的 进入 时 ， 
那么 M = lior) 的 永久 点 集 就 是 G, 因此 M 是 右 的 , M- 子 过 程 也 称 为 X 在 G 上 
的 限制 , 一 般 地 ，M- 子 过 程 的 半 群 (Q1) 被 半 群 (Pi) 控制 , 即 对 任何 非 负 可 测 函 数 
f, 和 +t>0, 有 Qf < Pif. 下 面 定理 说 明 反 过 来 也 成 立 , 证 明 参 考 文献 [5]. 
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CS 




















Ar 


































































































定理 4.6.2 设 有 典 则 轨道 空间 上 以 为 状态 空间 的 两 个 右 过 程 X = {P”} 和 
Y= {Q”}, 则 YY 的 转移 半 群 (8,) 被 X 的 转移 半 群 (Pi) 控制 当 且 仅 当 存在 XX 的 
乘 泛 函 M, 使 得 Y 是 XX 的 M- 子 过 程 . 

如 果 把 定义 4.6.1 的 条 件 (1) 改 为 (10): 对 任何 x e E,t>0 有 M>0 
E”M: < 1, 那么 M 是 一 个 非 负 上 扶 , 称 为 上 款 乘 泛 函 . 进一步 , 如 果 E”M = 1, 那 
么 M 是 一 个 非 负 款 , 称 为 蒜 乘 泛 函 . 




























































































例 4.6.2 设 hesS*, 那 么 E*e-*th(Xi) < h(x). 令 





一 ct h(X:) 
Se ee h 
M: e RXo)’ E, {0 < 天 < 十 co 
那么 M 是 上 黄 乘 泛 函 上 有 By = Eh. 上 





给 定 上 款 乘 泛 函 MM, 类 似 地 定义 半 群 (Q4), 那么 它 也 对 应 一 个 右 过 程 , 这 也 是 
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Markov 过 程 中 一 类 重要 的 变换 , 参考 文献 [30], 862. 上 面 例子 中 这 样 的 h 诱导 的 变 
换 称 为 是 h- 变 换 , 是 由 Doob 引入 的 . It6-Watanabe 分 解 告诉 我 们 上 诸 乘 泛 函 总 可 
以 表示 为 蒜 乘 泛 函 和 连续 递减 乘 泛 函 的 乘积 . 转 乘 泛 函 诱导 的 变换 称 为 是 漂移 变换 . 
下 面 我 们 来 介绍 加 泛 函 和 时 间 变 换 , 它 的 定义 与 乘 泛 函 类 似 . 
定义 4.6.2 设 M 是 X 的 乘 泛 函 . 一 个 实 值 右 连续 随机 过 程 4 = (4 :t > 0) 称 
为 是 X 的 M- 加 泛 函 , 如 果 下 列 条 件 满足 : 

(1) 对 任何 上 < Sm, 有 0< A:<+%; 

(2) 4 = (41) 是 (多 i) 适应 的 ; 

(3) 对 几乎 所 有 的 we 9， 






















































































Airs(w) = As(w) + Ms(w): Ai(0sw) 


对 任何 t,s 0 成 立 . 

特别 地 ，lio -加 泛 函 简称 为 加 泛 函 .， 

如 同 乘 泛 函 , 加 泛 函 也 可 以 完美 化 . 非 负 性 和 加 性 推出 4 一 定 是 增 过 
另外 由 (3) 推出 如 果 z € Em, 那么 Pr(4o = 0) = 1. 条 件 (3) 也 简 
4ts。= 4。+ Ms。 .4iog。 由 此 推出 hi 在 仁 > Sx} 上 是 常数 . 如 果 没 有 适应 性 (2)， 
加 泛 函 称 为 原始 的 加 泛 函 . 如 果 4 是 加 泛 函 且 上 一 ht 是 连续 的 , 那么 4 称 为 连续 
加 泛 函 . 



































































































































例 4.6.3 如 果 M 是 乘 泛 函 , 那么 1- My = 1- Mo。+M。- M。. M0 = 
(1 -Ms)+M。 -Mb 因此 (1- AM :tt>0) 总 是 M- 加 泛 函 . 如 果 f 是 非 负 
有 界 8* 可 测 函 数 , 那么 





t 
A =/ f(Xs)ds, t>0 
0 











定义 了 一 个 连续 加 泛 函 . 特别 地 , 4A, = at 总 是 连续 加 泛 函 , 其 中 a 是 非 负 和 常数 . 如 
果 4 是 一 个 加 泛 函 , 那么 容易 验证 exp( 一 44) 是 一 个 乘 泛 函 . 反 过 来 , 如 果 M 是 乘 
泛 函 , 其 对 数 未 必 是 加 泛 函 , 但 若 M 恒 正 , 那么 容易 验证 其 自然 对 数 log M7! 定义 
了 一 个 加 泛 函 . 但 自然 对 数 并 不 是 最 好 的 选择 , 我 们 定义 M 的 Stieltjes 对 数 




























































































,二 > 0. 
Ms 


(log M): A 1 l{s<su} 
0 
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不 难 验证 如 果 M 恒 正 , 那么 其 Stieltjes 对 数 LogM 也 是 加 泛 函 . 一 般 地 , log M 是 

lio sy)- 加 泛 函 . 如 果 M 是 连续 的 , 那么 两 种 对 数 是 一 样 的 . 后 面 我 们 会 看 到 为 什么 

Stieltjes 对 数 是 更 好 的 选择 | 
设 M 是 乘 泛 函 , 4 是 加 泛 函 . 定义 






































那么 它们 都 是 M- 加 泛 函 . 让 我 们 验证 M * A. 


M*Asri= Mu*A,+ MdA, 





本 
=M*A,+ / MoyudAsru 
0 


8 
M * 4。 +m, | M0sdA°0, 
0 


= M*A,+ M,.:. (Mu*A)0,. 








如 果 4 连续 , 那么 两 者 没有 区 别 . 显然 M_ *logM = 1 一 M. 对 任何 M- 加 泛 函 4， 
定义 其 位 势 算 子 



































US f(z) := etf(Xi)dAs, fe 人 7 eB. 
0 














当 4 = tt 时 , 这 就 是 通常 的 殉 解 算 子 . 不 难 验 证 U&f 是 M- 子 过 程 的 w- 过 分 函数 . 














引 理 4.6.2 设 4 是 加 泛 函 , M 是 恒 正 的 乘 泛 函 , 那么 有 恒等式 














UA = UM ,4 Dies Mm UM_#A. 
证 明 取 轧 非 负 可 测 函 数 f, x €e ,a > 0, 使 得 U&f(zx) < co, 那么 


人 d( 一 AI 
t= 


0 人 











1 dd(-M 
三 个 等 号 是 因为 d CM 





pT 和 d( 一 Mi) > 一 as 
oy se 
J MM 





De 1 CO 
p” / d 一 esf(X,)M, dA, 
J, Md), 


a -PP 上 e sfF(Xs)M, d4。 





ofF(X Mi dA, 
NM, f( t) t 


Ua f(z) — Um «Af (2). 




















M: MM 














当 4;, =t 时 , U8% ,4 = V*, 我 们 得 到 下 面 恒等式 : 当 M 恒 正 时 ， 














现在 我 们 设 A 





当然 RA4 是 停 时 而 
即 supp (4) := {z : 











supp (4) 的 首 中 时 . 














定理 4.6.3 支撑 supp (4) 是 最 小 的 近乎 可 选 的 精细 闭 身 





中 (V*) 是 M- 子 过 程 的 区 解 . 比较 在 





























DT“ =V°*+Ur, mV®, 
- 般 情况 下 的 恒等式 


Ut PT 


是 连续 加 泛 函 . 定义 


Ra := inf{t>0: 4 > 0}. 


.是 终止 时 . 4 的 精细 支撑 supp (4) 定义 为 Ra 的 正则 点 ， 
P*(RA = 0) = 1}, 它 是 精细 闭 的 . RA4 实际 上 几乎 肯定 地 是 
对 任何 可 测 的 f, 定义 





(f * A): = 上 f(X,)dA,. 





a 





证 明 如 果 K 是 这 样 的 一 个 集合 , 那么 


t t 
4=/ 1r(X。)d4。 = | lfs>TuejlK(Xs)d4。， 
“0 


0 
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因此 Ra > Tx, 其 中 Tk 是 的 首 中 时 . 车 x 4 K, 那么 因为 K 是 精细 闭 的 , 故 
Pp*(RA > 0) > P*(Tk > 0) = 1, 因此 x 4 supp (4), 即 supp (4)CK. 现在 用 RR 表 
示 Ra, 那么 因为 AR = 0, 故 对 任何 二 
A: = A: + ARo0: = Aiy Rog,, 
即 4 在 (t,t+ Ro0,) 上 是 常数 , 因此 对 几乎 所 有 样本 
(J (t+ Ro0) = {t: Xi € supp (A)}. 
teEQ 
而 从 : Xt € supp (4)} 是 右 闭 的 , 故 它 与 它 的 闭 包 至 多 差 个 可 列 集 . 因此 
lsupo (4)*A4= 4. 
用 下 表 示 supp (4). 定义 4 的 右 连 续 道 , 对 任何 tz 0， 
Ti(w) := inf{s : As(w) > {. 
显然 Tt 是 停 时 , t 天 是 右 连续 严格 递增 的 , 4 = t, 70 = RA 定义 
Yi := X,, Fi := F,, = 0,,. 
随机 过 程 (六 ) 显然 是 多 i 适应 的 右 连 续 过 程 且 (0.) 是 (六 ) 的 推移 算 子 族 . 事实 上 ， 





对 任何 wu,t 之 0， 


Tt 二 Tuo07, = Ti inf{s: 


























4.o0-， > u} 


三 到 十 inffs :4 > ut+t} = Trt: 


因此 


0, = Xi, 


Y= (0, F, FY, 0, P”) 








称 为 是 X 的 由 连续 加 泛 函 4 诱导 的 时 间 变 换 过 程 . 














pe 





定理 4.6.4 X 的 由 连续 加 泛 函 4 诱导 的 时 间 变 换 过 程 Y 是 以 玉 为 状态 空间 的 右 
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证 明 让 我 们 抛 开 诸 多 的 细节 只 验证 了 是 右 连 续 简 单 Markov 过 程 且 满足 (HD2). 
右 连 续 性 是 显然 的 , 需 验 证 简单 Markov 性 . 对 多 上 有 界 可 测 的 Z, 利用 XX 的 强 























Markov 性 推出 





最 后 我 们 来 证 明 
测 的 了 ， 







































































E* (Zo0|F1) = E*(Zo07|F7,) = EX"Z = EYZ. 











(HD2). 对 任何 a > 0, 用 请" 表示 Y 的 位 势 算 子 , 对 巨 上 有 界 可 




















= Uyeda (Ry), 





其 中 Mi := e-*“4 是 恒 正 的 乘 泛 函 . 由 引 理 4.6.2 知 05% 了 实际 上 是 两 个 w- 过 分 函 








数 的 差 , 因此 Uf(X) 是 右 连续 的 , 从 而 U0*f(Y) 也 是 右 连续 的 . 口 


如 果 4, = 万 1r(Xs)ds, 那么 直观 地 看 4 只 在 过 程 在 F 中 时 增加 , 4 诱导 的 


时 间 变 换 就 是 简 





























地 抹 去 X 不 在 下 中 的 片段 . 











习 题 





1. 如 果 把 定义 4.6.1 条 件 (1) 改 为 (10): 对 任何 x € E,t>0 有 M,>0 
日 EM < 1, 证 明 : M 是 一 个 非 负 上 款 , 称 为 上 款 乘 泛 函 . 
2. 设 M 是 乘 泛 函 ,证明 : 当 te (0,s) 且 递 减 时 ，M。，,e0, 递减 . 

















3. 设 有 HebZ8? 


4. 设 M 是 右 的 乘 泛 函 ,证 明 : 对 任何 t,s > 0, 有 


. 设 X 是 及 


B)1rr,co)， 证 


Ol 



































*, 证明: Q@? (Hltwcey) = E*(HM:). 

















QC > t+ s|F) es = EX'(M,)l(est. 





上 向 右 一 臻 平移, T= 7T0,0<B<1. 定义 M := lor 二 (1 一 
明 M 是 恰好 的 乘 泛 函 . 


10. 


11; 
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. 证 明 : 如 果 M 恒 正 , 那么 其 Stieltjes 对 数 log M 也 是 加 泛 函 . 一 般 地 , log M 











是 liosv)- 加 泛 函 . 








. 设 4 是 M- 加 泛 函 ,证明 : U&f 是 M- 子 过 程 的 w- 过 分 函数 . 
. 设 4 是 加 泛 函 ,证 明 : Ra4 是 停 时 而 且 是 终止 时 . 


. 设 4 是 及 的 右 闭 子 集 ( 即 4 对 递减 极限 封闭 ), 证 明 : 4 与 其 闭 包 至 多 差 个 可 












































列 集 . 
加 泛 函 4 不 负荷 可 测 集 下 是 指 1 * 4 = 0, 证 明 : 连续 加 泛 函 不 负荷 半 极 集 . 
设 Y 是 XX 的 由 连续 可 加 泛 函 4 诱导 的 时 间 变 换 过 程 , 证 明 : 

(1) 如 果 f 是 XX 过 分 的 , 那么 fls 是 Y 过 分 的 ; 

(2) 如 果 Y 是 暂 留 的 且 F = 马 , 那么 一 个 Y 的 过 分 函数 是 X 的 过 分 函数 . 
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2007 年 12 月 28 日 


第 一 章 ， 概率 论 基础 
81.1 习 题 





1. 设 以 是 原子 的 集合 ， 那 么 |.F| = 21”1. 原子 就 是 不 含有 可 测 真 子 集 的 非 空 可 
测 集 . 

2. 举例 ， 多 == o({1},… ,{n}), 那么 Un。 多 可 数 ， 不 可 能 是 o- 代数 . 

3. 多 (R) = ol({(-ooz) :zeQ@hj), 因此 它 最 多 与 实数 等 势 ， 而 Lebesgue 可 测 集 全 
体 是 与 实数 的 项 集 等 势 的 . 

5， 取 一 列 不 交 的 4 es 儿 , 且 U4n es 0, 令 Cn 一 Uh, 那么 Cne€ Zo 上 且 
lim Cn = 小 因此 NU4) = ?74(4i) 十 KA(Cn+1), 取 极 限 . 

6. (2) 知 有 A1U Ni = 42 U No, 要 验证 (41) = 4(42). 设 Ni E 丈 Ni CNf 
AN) =0. 记 N= NUN, NMN=NUN 则 HA4)=A4UN)SN4IUN) = 
HA(42 UN = NACL4a), 推出 jy(A2) = (A1). 

7. (1) py* 的 定义 是 


m(4)=inf{》 p(Bn): Bn € 2,AcCc|)B,}. 
因此 必 < y*. 反之 对 任何 e > 0， 
mr)+e> >》 HBn)>ALBn) > 1**(A). 


(3) 由 于 AD) < co, 故 赂 (4) = ACO) 一 性 (49). 

拓 : 要 证 对 任何 加 C 0, 有 (2) > yw*(ANE)+W*(A° 阁 B). 不 妨 设 左边 有 限 ， 
对 任何 e > 0, 存在 Be 多 ,J*(E) 二 ep4(B). 因 y*(Q) < %, 故 存在 41,42€ 了 多 
使 得 A1CACAhz 且 (42\41)<e 则 


We(E)+e2 p(B)= 1(BN A2) + 1(B\ A2) 
HENA+uB\A)-e 
>4 


“(ENMA)+H(E\A)-e. 





僵 : 显然 jy*(4) > px(4). 反之， 如 果 4e NM, 则 (0) > 性 (4) + 上 (49). 推出 
L(A) > p*(A). 

8. 单调 类 定理 : 对 任何 已 e 多 , 作 集 类 [ 同 := {Fe F:EUFE\RF\EeF}. 
那么 [可 是 单调 类 . 如 果 Be 7, 那么 .x c [Bl], 推出 m(x) c [2], 这 里 m(%) 表 
示 7 生成 的 单调 类 . 这 意味 着 如 果 厂 e 多 ,那么 7 c [又 推出 m(.y) c [FI]. 也 
就 是 说 m(.x) 对 并 与 差 运算 封闭 , 因此 , 它 是 o- 代数 , 故而 o(%) C m(2) C 区 . 


10. 一 个 无 限 的 o- 代数 其 原子 的 个 数 肯 定 是 无 限 多 个 . 

11. 伪 : 如 果 4 D B, 那么 A\ B= (4cUDPB) .如果 4 递增， 那么 lim 4， = 
UU(A4n\ An-_1)， 霹 : 因为 we 2 故 它 对 补 封 闭 . 再 证 of 对 不 交 并 封闭 设 
A,BeE ,不 交 . 则 AUB= (4°\B).. 

2, (0) 因为 和 续 画 数 一 定 是 Borel 可 测 的 。 (2) 只 各 证 明 当 9 是 度 和 空间 时 ， 
2Y(0) 包含 所 有 开 集 或 者 闭 集 . 设 G 是 闭 集 ， 则 x € G 当 且 仅 当 d(x,G) =0. 令 
f(x) := d(z,G). 则 G = {z:d(z,G) = 0}. 

15. 设 z € [-1,1], 


AET1([—1,2]) = A({0 € [0,27] : sin0 < x}) = 2arcsinx. 
17. 证 明 P([0,1/ 和 4) = 1/4. 其 它 类 似 ， 首 先 由 测度 限制 


P([0, 1/2]) + P([0, 1/4] U [1/2, 3/4]) 
二 P([0,1/4]) 二 +P([0,3/4]) = 2P([0,1/4) + P([1/4,3/4]). 


由 条 件 得 P([0,1/4]) = 1/4. 
18. (1) 由 Jordan 分 解 推出 (2) 显然 这 样 的 测度 如 果 存 在 必 唯 一 . 令 上 UVz := 
1p:vV 十 lpe 1. 显然 它 满足 (a), 另外 对 任何 4, AVz(4) =zDn4)+AD2na4) 
[CDn4)+KDena4)=K(4), 因此 (b) 满足 . 
19. 设 fe (Rn), 则 对 任何 e > 0, 存在 入 使 得 wsl>wy) <e 而 万 (ol>N] 
可 以 由 简单 函数 青 近 , 所 以 我 们 只 需 证 明示 性 函数 可 以 被 连续 函数 通 近 . 对 任何 
测度 有 限 的 Borel 集 B, 与 > 0, 存在 开 集 G 与 闭 集 ,使 得 FCBCG 且 
HK(G \ 了 ) <e. 定义 

d(x, G°) 
d(x, G°) + d(z, F,) 
那么 了 连续 ， fla==0, flr=1 且 x(lls 一 f|))<e. 
20. 实际 上 证 明 


f(z) = 


c (Jol{éi:ie))), 
JCI 
和 J 跑 遍 所 有 可 列子 集 ， 这 只 需 验 证 右边 是 o- 代数 就 够 了 . 
1. (参考 严 加 安 的 测度 论 讲义 ) 显然 证 明 第 二 句 话 就 够 了 . Put “ 2 Pn/2", 
Wc 人 是 概率 测度 , 且 Pn 才 4. 定义 d(4,B)= 1(AAB), 4, Be 多. 那么 (多 ,qd) 
完备 度量 空间 ， 因 为 {14 : 4e 多 } 是 Li(n) 中 的 闭 集 . 设 4a>0, 令 


L;= {AeE ZF :Vn,m>>,|Pn,(A)— Pm(A)| < oh 


由 于 函数 4 一 Pn(4) 在 多 上 连续 ， 故 上 L; 是 闭 集 ， 由 条 件 知 多 = Uj; Zi 由 
Baire 纲 定理 推出 ， 某 有 内 点 4 即 存在 h > 0 使 得 {B: (BAA) <h} cL; 
由 绝对 连续 性 ， 存 在 5 > 0 使 得 u(C) < 6 缆 含 Pi(C) < a, 1 < i < j. 那么 对 
nj), 
<|Pn(AUC)— P(AUC)N+IP;(AUC)— P(A + IP;(A) 一 Pa 
+|Pna(A\C)—P;(A\ CO +IP;(A\ COC)— Py(A)| + 1P;(A) — Pn(Ad)| 


< 6a. 





即 推出 Bi 10 列 含 sup, Pn(Bx) 4 0. 实际 上 第 一 句 话 与 第 二 句 话 等 价 . 
( 另 一 种 证 明 : 赵 敏 智 提 供 ) Let A,,，decrease to empty set. We need to show 
limx limnn Pn(Ax) = 0. Suppose that limxlimn Pn(Ax) = ¢ > 0. Then when k 
large enough, 

9c/8 > lim Pn(Ax)>ce 


There exist n1 and k1 such that 9c/8 > Pn (Ax) > 7c/8. Then there exists k2 > ki 
such that Pn (Axs) < c/8. There exists nz > n1 such that 


9c/8 > Pr, (Ax,) > 7c/8. 
This procedure gives two sequences {ni} and {ki} satisfying 
9c/8 > Pn (Ax;) > 7c/8, Pn (42 ) < c/8. 
Therefore we may assume that {Pn} and {Ax} satisfies 


9c/8 > Pn(An) > 7c/8，P (41) < c/8. 


Set 
:= () (42n 1 \ A2n). 
n>1 
Then 
P2n_1(A) > Pzn_1(A2n_1\ A2n) > 7c/8— ce/8= 6c/8 
and 


P2n, (A) < P2n (A1 \ 42n) 十 P2n, (A2n1+41) < 9c/8 一 7c/8 十 c/8 -= 3c/8. 


This contradicts to the existence of limit lim;», Pn,(A). 
81.2 习 题 


2. 利用 Dynkin 引 理 证 明 对 任何 4es (cz), 有 14e :和 2. 

3. 二: 显然， 全 : 如 果 & = 14, 那么 4e o(m), 也 就 是 说 存在 Borel 集 B 使 得 
4=7 1(B), 因此 上 =14=15(7). 

4. 在 定理 1.2.5 中 已 经 证 明 . 

5. (1) 由 定理 1.2.5 推出 . 也 可 以 利用 表示 定理 . 定义 $(f) := (f,), fe Z2(A). 那 
么 19( 有 ) < flzzoy; 因此 存在 g. (2) vs(B°)=0. v(B)= [89d4+gdv = 1(B)++ 
v(B), 因此 p(B) =0. 对 任何 DD, 1(D)=0. /f(1 一 g)dv = fgdx. 令 f=1p, 那 
么 jb(1 一 g)av = 0, 因 此 ww(D)=v(DNMA)=0.(3)(1-g):va=(1-g):v=g:k. 
6. (1) 不 妨 设 = [0,1, 令 f(z) := P(A4N1[0,2]), 这 是 连续 函数 . (2) 存在 A1C 4 
使 得 0 < P(41) < P(4). 取 41 与 4\ 41 测度 小 者 ;继续 这 个 过 程 ， 其 实 存在 
4 的 递减 可 测 子 集 列 A 满足 P(4%) < 1/n. (3) 先 设 (4) < +co. 4 的 可 测 子 
集 族 x 称 为 串 ， 如 果 (a) YD {4 小 其 中 hn 如 上 ; (b) x 中 的 任何 两 个 集合 
41,42, 或 者 A1 C ho 或 者 42 C 41 (忽略 人 零 测 集 ). 由 Zorn 引 理 ， 取 一 个 极 
大 的 串 以, 我 们 证 明 {P(B) :Be } 取 遍 [0,P(4)] 中 的 所 有 值 . 令 


a= sup{P(B): Be .ww,P(B) < 7}, 
b= inf{P(B): Be .ww,P(B) < x}. 


首先 上 面 上 (下 ) 确 界 在 x 中 可 以 得 到 ， 因 为 存在 B 使 得 P(B,) T a, 由 于 双 
是 个 串 ， 故 Bn 递增 , 则 UBe 民有 是 P(UBn)=a. 设 P(4”)=b,P(A’)=a, 
如 果 a <x<&b, 那 么 取 0<c<5b-a= P(A4”\ 4 人 ), 存在 BC A”\ A' 使 得 
0<P(B') <c, 那 么 P(4') < P(A4'UB') < P(A4”), 所 以 把 4'UB' 放 在 .7 中 仍然 是 
一 个 串 ， 与 x 的 极 大 性 矛盾 . 最 后 需要 证 明 如 果 (4) = +co, 那么 存在 4 的 可 
测 子 集 4' 使 得 z < AL4) < +co. 事实 上 ，4 的 可 测 子 集 族 x 称 为 一 个 串 ,， 如 果 
2 中 的 集合 测度 有 限 且 任何 两 个 集合 有 包含 关系 (忽略 零 测 集 不 计 ). 串 的 全 体 满 
足 Zorn 引 理 的 条 件 ， 因 此 有 个 极 大 串 ， 记 为 x[. 如 果 .xz 中 有 测度 大 于 z 的 集 
合 ， 那 么 证 完 . 不 然 ，5b := sup{4(B) :BES<z 由 可 列 可 加 性 , 存在 Be 
使 得 1(B) = 那么 (BEB\B) = 十 oo. 存在 B'C EE\B 使 得 0 < 1(B') < +co. 定 
义 4'= BUB', 那么 A 包含 了 zy 中 的 所 有 集合 ，A4) > 六 因此 YU{h 人 也 
是 一 个 串 ， 与 x 的 极 大 性 矛盾 . 
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男 一 种 方法 ( 赵 敏 智 提 供 ): 先 证 明 对 任何 测度 有 限 的 集合 4, 与 任何 ec> 0, 4 可 
以 写 为 有 限 个 测度 不 超过 e 的 不 交 可 测 集合 的 并 . 事实 上 ， 定 义 


Ke(B)= sup{1(B):B’ CB,0<u(B) < el 


由 (2) 推出 1(B) > 0 蕴含 we(B) > 0. 存在 A1 C 4, 使 得 (4)/2 < pn(41) <e 
如 果 (4\ 41) > e 存在 4 c 4\4i 使 得 1(4A\ 41)/2 < 1(42) <e 继续 ， 得 到 
{4 小 满足 4% C A\ (UD 4;), 上 是 


n—l 


WelA\ (U Ai)/2 < H(An) Se 


Le(A\B) < He(A\ (U Ai) < 2u(An) 一 个 0， 


因此 jy(4\B)=0. 存在 使 得 KU 4i) < 6, 故 4 划分 为 41,… 4nUin 4 
8. (参考 严 加 安 的 测度 论 讲义 ) 令 3 是 指 % 中 的 非 负 递 增 列 的 极限 全 体 ， 定 
义 下 (有 ) = sup{1(9) :9 € ,ff >g>0}. 取 % 中 递增 收 僵 于 f 的 非 负 函数 列 
fn 显然 (了) > tim 了 T(fr), 有 反 过 来 ， 对 任何 ge ,0<g<f, 有 fg19, 故 
lima (fn) > limn 1T(fn 人 9) = 7(9). 因此 六 (有 ) = limnIT(frn). (了) 与 fr 的 选择 
无 关 . 
9. 一: 反 证 法 ， 存 在 4 使 得 j(4n) <n ,Vv(4n) > 令 4= 门 ,Ussn Ax, 不 难 
验证 4(4)=0, 但 v(4)>e 
10. 存在 不 交 的 8 使得, Qn =9 且 0< HAOn) <%. 令 f= ,mgol1en 
附加 题 : 设 9 是 不 可 数 集 ， 多 是 8 的 单 点 子 集 生成 的 o- 代数 . 证 明 ， 对 角 线 
a 

多 上 的 测度 p, 如 果 4 可 列 ， pj(4) = 0 如 果 4 可 列 ， (4) = 1. 那么 
> 多 ,1) 是 概率 空间 ， 反 证 法 ， 如 果 对 角 线 D 可 测 ， 那 么 Fubini 定理 可 用 . 这 
样 容易 计算 1p 的 累 次 积分 是 零 . 再 算 jx 1(D), 覆盖 DD 的 任何 矩形 可 测 集 列 中 
必然 有 一 个 矩形 是 两 个 不 可 列 集 的 乘积 ， 因 此 1 x AD) = 4. 矛盾. 


81.3 习 题 


2. 因为 了 连续 ,F(z 


全 AR inffy : F(y) 一 2 故 FF 一 (z))= 
z, 因此 PE(S) < z) 


) 
P(E < F(z) 


4 三 满 足 (F(z/VD))" = F(z). 

18. (2) 设 an > 0, >), an = 1, 证 明 : {Dneaan: ACN} 是 闭 集 . In fact， 
put 4({n}) = 27" and d(A,B) = 1(AAB) for A,B CN, g(A)= >,eaan. Then 
d is a metric on 2N. Two things need to check: (1) (2N, qd) is compact; 用 对 角 线 
法 证 明 : 对 任何 序列 ， 取 第 一 分 量 都 是 0( 或 1, 总 是 可 以 ) 的 子 列 ， 再 其 中 取 第 
二 个 分 量 都 是 0( 或 1) 的 子 列 ， 继 续 ， 然 后 拿 出 对 角 线 列 ， 其 于 个 分 量 从 第 普 个 
元 素 后 都 是 一 样 的 ， 所 以 它 收 敛 . (2) g is continuous. We know that the image 
of compact set under continuous mapping is compact. That completes the proof. 
一 般 地 ，Q = 4AU 4°,P 在 4 上 离散 ,在 4* 上 非 原 子 . 那么 P 的 值 域 等 于 
{P(B) : BC 4}+{P(B) : BC 4e} 是 闭 集 的 和 . 

25. 先 固 定 ws 对 wi 取 期 望 ， E67 一 (wo)E7 一 (wa)ES+E(wo)7(wa) > 0, 然后 再 
对 ws 取 期 望 ， 得 E67 - ESE7 > 0. 

26. 上 = ,14，ES = 六 ,P(4), 由 Borel-Cantelli 引 理 ， E€ = +co 蕴含 着 
P(limsup An,) =1, 即 P(c = 十 co) = 1 

27. 多 = 0 (Us ol€1, ,én). 

28，( 赵 敏 智 提供 ) 设 wy 是 尾 0- 代数 ， 令 6 二 14,， 


:={) {tr = or} :on € {0,1}}. 

n>1k>n 
那么 (1) 由 条 件 推出 x 中 所 有 集合 概率 为 零 ; (2) 所 有 和 集合 互 不 相交 ， 其 并 为 
0, 因此 oy 不 可 列 ， (3) YC of 且 wy 中 的 集合 是 oz 中 的 原子 . 
It is easy to verify that if A € o(Xi1,.…: ,Xn,…), then Xn(w) = Xn(w’) for all n 
and w € A implies that w € 4. 
定义 w ~ w', 如 果 存 在 使 得 nn 二 时 6x(w) = rn(w'). 如 果 AeE cw~w', 那 
么 weE4imnplies w' € A. (3) follows. 
设 x 是 可 列 生 成 的 ， 7 = 0(Bi,… ,Bn,:…). Let B= (UB,). Then it is easy 
to check that B is an atom in %f. By Kolmogorov 0-1 law, we may assume that 
P(B,) = 0. Then there exists infinite many elements in 2f which are contained in 
B. This contradicts with the fact that B is an atom in %. 


81.4 习 题 


1. 由 E>y> | 所 | < co, 因此 > 绝对 收 钱 ,再 利用 控制 收敛 定理 E€ = > Eé. 
2. EI]|= 2, E(t;n < <ntl),npnm<|<nt+1) < En < <n+1)< 
(n+1Pm<| 和 <n+1), 但 是 YnP(rn<l 引 <n+1)= Yi Pn < | < 


n+1)= D1 np = Dri P(E > 他. 

3. 令 《= 部 14,, 那么 G = {> mj}, 然后 Chebyshev 不 等 式 . 

4. (1) 先 证 明 一 个 命题 : 如 果 {é&,} 被 可 积 的 了 控制 且 6 了 >, 那么 所 二 实际 
上 ， 


Elé&n, — 6| <etE(lé, -él;lén —é| > 
< et+2E(n;lén —£| > ©), 





然后 应 用 7 的 绝对 连续 性 . ， 

(2) 显然 《一 名 计生 上 且 (& 一 6)+ "0, 因此 (€ 一 &)+ 二 >0. 

(3) 由 (2) 和 条 件 ，EIlé€ 一 | = 二 El(E 一 é)1 一 (6 一)] =E(€ -86n)t ~ (Eé€ ~ Eé,) 
趋向 于 0. 

5. 设 有 柬 在 刀 上 收敛 , 记 Fz) := lim 琴 (x), zx ED. 用 五 表 示 了 的 右 连 续 化 ， 
即 


F(z):= 1 下 (四 zeR. 
(z) (y), x 


现在 我 们 证 明 石 , 弱 收 敛 于 FP. 给 定 x€ R, 取 x1 < x < zx2, zi,X2 € D, 显然 
F(z1) < F(z) < F(z2), 那么 F(z1) < F(z) < (x2), 故 


F(x1) = lim F(x1) < liminf F(x) < lim sup Fa(z) < lim F(z2) = PF (722). 


如 果 下 在 7z 点 连续 , 对 任何 se > 0, 一 定 存在 x1 <x< x5 使 得 F(z5) 一 F(x1) < e. 
因为 DD 稠密 ， 可 以 做 到 zi < zl < za < x, 因此 


F(z2)— F(z1) < F(x)— F(x1) < e. 


由 此 推出 lim Fn(z) 存在 等 于 F(z). 
6. 设 互 一 >F. 对 任何 自然 数 N, 令 


PIN) := v00) + Fa: Tn,N)) 





FPO) = Two 十 已 .1 NA 
那么 BR) -PCD. 因 两 边 都 是 分 布 函数 ， 对 fe Cu(R), 定理 2.4.9 推出 
站 far) 一 farF™). 
给 定 e > 0, 存在 N, 使 得 当 lz| > N 时 ，|f(z)| <e 而 


Janm- /am 


< FENFASN) + ANG FAN)+ la < 2¢ 





f sars— f iar <4+| /as - /rare 


7. 首先 ， 连 续 的 分 布 函数 必定 一 致 连续 . 对 任何 e > 0, 存 在 N>0 和 5>0 使 
得 F(-N)<e1l-FN)<e 且 只 要 z<y 是 [-N,N] 中 距离 小 于 5 的 两 点 ， 则 
F(y) 一 F(z) <e 现在 取 -N=zo<z< :<2zo<=AN 使 得 连续 两 点 的 
距离 小 于 5. 然后 n 充分 大 (只 与 se 有关 ), 使 得 对 所 有 i, Fa(zi) 一 了 (zi)| <e. 现 
在 可 以 证 明 对 所 有 z, | 了 (zx) 一 了 F(z)| < 5c. 当 z<-N 时 (x > 类似 )， 


Faz) — Fo)| < Pr) 4 P(x) < (EN)+F(EN) < errF(-N) < 36 


当 x € [N,N], 那么 存在 i 使 得 x; < x < zi+l 





(F(z) — F(T)| < Fn(z) — Fazi) + F(zi) — F(T)| + F(T) — P(ri) 
< 2e | F(zi41) es Fn (zi) 
<2e+|F(Tir1) — F(Titi)| + F(zit1) — F(xi) + IF (zi) — Fn (zi) 


< 5e， 





8， 由 Hblder 不 等 式 ， E(|zinl;|&n| > a) < (Elé&n?)W?[P(I&%| > o)]M9， 再 看 
Pl(lé&n| > 4) < El /ar. 

12. (参考 汪 喜 图 的 现代 概率 论 基础 ) (1) 容易 验证 {5%/n} 一 致 可 积 ， 故 只 需 证 
(Sn 一 ES,)/n—0. (2) 由 一 致 可 积 4 


E SED 2) =—0, 


1 








1 n 
>》 总 一 6flel<q] 
1 
只 需 证 二 D7 (jl <n} 一 Ekiltjss|<n}) 依 概率 收 僵 于 0. (3) 由 Chebyshev 不 等 
式 与 独立 性 
P (: > 1] 


1 
ar 2 E(Sllel<nl 一 Eéilflel<m))” 


只 需 证 十 7 了 (&il4js|<n})? 极 限 为 0. (4) 显然 二 D7 (Siltje |<n})? < 二 sup;E(&3;|&i| < 
n), 而 由 Fubini 定理 


Nn 


Déiltleil<n} — ESHlel<m) 
让 








sd | ge 
0 


a l{y<léil<n}ydy 

0 

<2f wed>ways2f EE 
0 


再 由 一 致 可 积 性 推出 所 需 结论 ， 
13. 设 & 服从 b(n,z). 那么 名 /mn 依 概 率 收敛 于 z 且 Bf(z) = EF(es/m). 由 
的 一 致 连续 性 ， EIf(&/n) 一 了 f(z)| <2]fIP(é /nz|>56)+eP(é, -2|>5)< 
E32 < 1/(4n62). 
14. 先 证 明 ， 若 (Q, ,1) 是 有 限 测度 空间 ， f 非 负 可 测 ， 那 么 

a 


< 是 显然 的 反之 ， 设 | jz= < eco, 那么 对 任何 5>0, 存在 Ae 隐 ,1(4)>0 使 
得 在 A 上 f 1fli~ 一 65. 那么 


ln > Prat > (fl ~ Hua), 
A 
结论 成 立 ， 利 用 这 个 结论 


(P(X € A) = (YE/ ow) — 
推出 要 证 结果 . 
81.5 习 题 


Se 
2 














L™ (1ady) 


1. (1) 设 存在 to 关 0, 使 得 |9(to)| = 1. 先 设 %(to) = 1, 那么 EcostoX = 1 任 取 
he (0,1), 
EcostoX < hP(costoX <h)+P(costoX >h), 


推出 P(costoX <h) = 0, 因此 P(costoX <1)==0 或 者 P(costoX=1)=1, 即 XX 
分 布 在 {x : costoz = 1} 上 ， 格 分 布 的 . 一 般 地 ， 存 在 0o 使 得 e%9(to) = 1 即 
Eeil9o/totX)to 二 1, 因此 XX 十 00/to 是 格 分 布 的 ，X 也 是 格 分 布 的 . 

(2) 现在 由 (1), |gx(z)| = 1 纶 含 着 存在 9 使 得 xX 十 9 分布 在 272; |bx(x”)|=1 
列 含 着 存在 0 使 得 ZX +U0 分 布 在 2rZ. 反 证 法 ， 如 果 X 不 是 和 常数， 那么 存在 
ki1,k2 € Z 使 得 XX 以 正 概 率 分 布 在 (26ir 一 0)/z 与 (2k27 一 0)/z 上 .自然 地 存在 
jj EZ 使 得 

211T 一 0 2knr—0 2krn—0 2kr—0 


/ 














* 


化 化 化 化 
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因此 (局 一 起 )/z = (MM 一 也 )/z/, 与 不 可 公 度 的 条 件 矛 盾 . 
2. (1) 设 $ 是 密度 f 得 特征 函数 ， 先 设 fe C>(R), 这 时 分 部 积 
= | env f(y)ay = | esp'(y)ay 


a 


因此 9(z)| < 南 儿 5 一 0. 对 一 般 f, 和 任何 。 > 0, 存在 9 s C>(R) 使 得 
上 f 一 gllz: <e 然后 


lo < HF- gl+| einvg(y)dy 
极限 是 零 。 (2) 应 用 Fubini 定理 


1 £2 
| 专 。 |G() ldt = 人 f(z jardy | | e357 eit(2—Y) dt 
及 270 


f(z)f (yoe FCW drdy 





= [ e-*/2f(z/o + y)f (ydzdy, 


先 设 f 还 是 连续 且 有 界 的 ， 当 o 一 oo 时 ， 右 边 的 极限 是 V27||fllzz, 由 Fatou 
引 理 推出 |9| 是 平方 可 积 的 . 再 用 控制 收敛 定理 推出 结论 .最 后 用 允 近 的 方法 证 
明 结论 对 一 般 的 密度 函数 成 立 . 

13. 设 5 是 8 的 特征 函数 ,如果 $ 在 0 点 二 次 可 导 , 则 上 平方 可 积 且 E62 = 一 9”(0). 
事实 上 ， 由 Fatou 引 理 


二 lim 志 /2 — cos zh)dF (zr) 
. .4.1—cosxh 2 
> 2 | liminf 一 人 dc) = | xidF(z)= Eé’, 


因此 & 平方 可 积 . 

如 果 gz) = ef 是 特征 函数 ,那么 89”(0) = 0, 因此 得 Eé? = 0, 即 = 0, 矛盾 . 
14. 因为 (X+Y)+(X-Y) = 二 2X, 敬 9(27) = 9$(2) -0(7)-9$(-7) 一 克基 (1) 
9 不 会 等 于 0. 如 果 9(a) = 0, 那么 推出 $la/2) = 0, 故 8(a/2”)==0 推 出 8(0)=0 
矛盾 . (2) 令 p(x) = 9$(-z)/9(z), 那么 p(27) =p(z)>. 故 p(xz) = (Pp(z/2"))”. 而 
gz) = 1— 327 + o(2), 那么 p(x) = 1+o(2?). 因此 pz) = limn(p(2/2"))> =1, 
即 9 是 实 的 . (3) 现在 gz) = 9(z/2)* = 9$(z/2")* 一 > exp{ 一 #2?}. 
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16. 
T eiar _ eibz je ei(é— az _ oilé£—b)z 
7 sinz(€ —a)— gin s(é 一 切 
二 长 | 
| L 9 
利用 恒等式 
im 0 ee 
得 
人 Ce 一 ?QZ = e 一 2D7 
lim 三 一 -一 Eeedz = nxElsgn(£ — a) — sgn(€ — 0b)] 
= 7[P(é =0)+2P(é € (a,0)) + P(é = 0)]. 
81.6 习 题 


1. 存在 [0,1] 上 Borel 可 测 的 9 使 得 E(XIY) = g(Y)， E(X;Y < 7) = 
E(g(Y);Y < 2), 即 广 。 X(w )dw = /5,9 (lwl)aw = 2 9g( dw. 求 导 X(z) 十 
X(-z) = 29(z), 因此 E(X|Y) = 3(X(hwl) + X(-lw))). 

2. 如 果 al = az = 0, 那么 E(X|Y) = po1Y/o2. 

4. E(X;Y € A,Z € B)=E(X;Y € A)P(Z € B)= E(E(X|Y);Y € A)P(Z € B)= 
E(E(X|IY);Y € A,Z € B). 

6. E(é1|Sn, Snt1,°**) = E(é1|Sn, ént1,°**) = E(é1|Sn). 

7. E(V < X;X <a)= hcaacaPi(u u)p2(z)dudz = 上 P(r)p2 (x)dr = E(B(X);X < 
a), 因此 8(X)=P(UV < X|X). EB(X)= P(UV < X) 

10. g 关于 oz 可 测 ， 


E(f, Ai x 02) = faPi XxX P> gdP1i. 
A1ixQ2 41 


12. E(|E(é|2)|;|E(é| 7)| > N) < E(Iél; ED) > N), P(E(EIl) > N) < EN， 
13. 由 Jensen 不 等 式 EIX+Y|=E(EIX +YI|X) > ElIE(X +YIX)|= EIX|. 


第 二 章 : 随机 过 程 基 础 
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82.1 习 题 


1. 类 似 81.1 习题 20. 

2. 由 1 推出 . 

6. ws)(f) = Ef(Xs, Xi)，<: 存在 R* 上 对 角 线 等 于 零 的 有 界 连续 函数 使 得 
P( Xi — Xs| > 6) < Ef(X,s, Xi) — Ef (Xi, Xi) = 0. 全 : 设 (s,t) 一 (u,v), 则 
XXX Xe X,, 因此 (X,, Xi)— > (X,, X,). 

7. 因为 依 概率 收 合 的 极限 与 几乎 处 处 收敛 的 极限 是 几乎 处 处 相等 的 . 

8. 类 似 习题 6. 


82.2 习 题 


3. 不 对 . 设 9 是 正 整数 集合 ， 定 义 Zn = o({1},… , {nm}), 再 定义 Fn 上 概率 
Pn({1,.… ,nn}) 二 0, Pn({k :> n}) =1 满足 题 中 所 述 条 件 ， 但 不 存在 P 使 得 
Pl>, = Pn. 因为 如 果 存 在 ， 由 可 列 可 加 性 ， P(O) = 0. 

4. 反 证 法 . 假若 有 ,不妨 假设 它们 是 有 界 的 ,因为 两 个 随机 变量 独立 列 含 着 它们 
在 到 0.1 上 正 交 ,而 2[0,1] 是 可 分 Hilbert 空间 ， 了 矛盾. 


82.3 习 题 


1. 要 证 明 LU(4 一 z) 关于 x 可 测 . 如 果 f 有 界 连 续 ， 那么 f(y 一 z)u(dy) 关于 > 
连续 .而 连续 函数 生成 的 o- 代数 就 是 Borel o- 代数 . 

4. 设 (3) 为 : 对 4 € 弘 , P(4| 色 5) = P(A|Xi). 首先 由 Dynkin 定理 证 明 (M1) 等 
价 于 (3). (1) 全 (2): 要 证 P(B8n 4)=E(P(B|X4), 4). 这 由 (1) 两 边 取 期 望 得 到 . 
(2) 之 (1): (2) 推出 P(4NM BI 约 ) = 14P(B|Xi), 两 边 对 Xt 取 条 件 期 望 . 

5. C-K: [ P(x,y)dyP(y,z) = Prs(7x,z). 那么 


1 (一 msz) ” (2— my)? 1 (z 一 TtHsZ)” 
27asat /= (- 2032 207 ) ys V27ot+s 2a8 。 ) | 
作 个 积分 变换 : 左边 等 于 

1 1 好 (zj 一 msz 一 切 ? 
/本 G 和 河和 人 
由 再 生性 知 它 等 于 
z/mit 一 Is0)2 
二 


mt V27(a2 十 (ar/mntz)2) (93 十 (at/rni)2) 
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由 此 推出 两 个 方程 : ms = msmi 0244 =7mm2(os 二 (acjni)9 .存在 a 使 得 mi = 
et, 第 二 个 方程 推出 oo = 0, 存在 5 使 得 do? /dt = bmz?, 因此 o? = be2o 一 1)/2a. 


82.4 习 题 


2. 4: Tyo0 + k > 万, 因此 {nyo0k < co C {ny < 0%0}. SDS: limsup{Xn = YY} C 
{Tyo0x < 00}. 
3. 因为 X 被 吸收 前 与 无 限制 随机 游 动 一 样 . 可 以 直接 计算 一 个 无 限制 随机 游 动 
有 限 步 到 达 0 和 7 的 概率 . 对 任何 x,y & Z, 令 zy 是 了 在 概率 空间 (W, 多 , P?) 
上 的 母 函 数 
pry(t) := Et 
首先 由 空间 平移 不 变性 
bry(t) = Et = EN = ET = bo,_z(t) 
pisz(t) = bo,o0lt) = ENT =1. 
设 z > 0, 因为 随机 游 动 每 次 移动 一 个 单位 ， 故 从 0 出 发 时 通过 z 必须 先 通过 1， 
即 了, 这 时 = To0z, 十 天, 因此 由 强 Markov 性 ， 
poz(t) = ET 至 E0tZ+7T=207a 
ET A tir o07, 
< E(t EsT 万 =) 
= ET .El = p01(t) :p12(t). 
记 9 := bl 那么 mv = 8? 男 一 方面 从 0 出 发 也 必 有 到 > 1, 这 时 T= 
To01 十 1, 由 Markov 性 
poz(t) 二 E077z = Et1+T7z°01 
SE (ER) 
=t((Elt!*)p+ (Et*)g) 
tppo,z—1(t) 未 tqpo,z+1(t). 
令 z= 1, 我 们 得 
$lt) = tp+tap(t)”, 
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因 9(t) < 1, 故 解 得 


由 对 偶 性 得 
(t) = E#7-1 = 1—- Vi- tpg V1 tpg 


bo 1 
由 此 推出 ，0 点 出 发 在 有 限 步 内 到 达 1 的 概率 为 





即 当 随 机 移动 偏向 右 时 ， 它 必定 在 有 限时 间 内 到 达 1. 
4. 简单 . 

5. 由 4 推出 . 

6. (1) 因为 PB = Ps_1P， 故 pb = ph poot+(1—ph D)pio. (2) 令 gq = po,0 一 p10， 
那么 ?多 =pio(1+qg 寺 +g!)+g". 

7. (1) 由 习题 1 应 用 反 证 法 . (2) <<: 可 以 验证 一 个 状态 x 可 以 到 达 的 所 有 状态 
是 个 闭 集 . (3) 常 返 状态 可 达 的 状态 肯定 是 常 返 的 . 

10. (1) 一 个 常 返 状 态 可 以 到 达 的 状态 是 常 返 的 , 并 且 可 以 返回 . 另外 零 常 返 状态 
是 互 达 等 价 类 .如 果 有 限 状 态 Markov 链 有 和 零 常 返 状态 ， 那 么 可 以 假设 它 不 可 分 
且 都 是 零 常 返 的 ， 这 时 可 以 证 明 对 任何 两 状态 x,y, p89 收敛 于 零 . 这 与 有 限 性 
矛盾 (2) 因为 并 ,2 = 1 故 部 ,部 , p42 = +oo, 存在 y 使 得 并 ,2 = +oo， 
由 习题 5, y 常 返 . 

11. X 的 转移 函数 是 poj = 1j=r， 


0， else 
解 方程 得 平稳 分 布 为 
= 1—p 1 wo 1 ) 
WT pe 
淋 湿 的 概率 极限 为 rop. 


82.5 习 题 
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9. (51,… ,Sn) 的 联合 密度 为 ve- "lfo<n< < Sn 的 密度 为 e -et 条 件 
密度 为 nl {oc < zy st} /tY. 
10. X >t 当 上 且 仅 当 4 在 B(t) 上 无 负荷 . P(X >)=P(n(B(t)) = 0) = exm(B(GD)， 
其 中 B( 是 原点 为 中 心 半径 为 + 的 圆 . 

1. 只 要 证 明 人 二 0. 取 0<to<:…<t,=1, 


E20 Ns )(CNa 一 Na 1) a (大 一 不- 1) . 


取 极 限 . 
82.6 习 题 


6. 与 Kolmogorov 0-1 律 类 似 证 明 . 
7. sup Bt > limsup ,wo Br, 对 任何 n, 令 4 = {limsup B: > n}, 那么 4 < 
站 >oc(fB。:s > 儒 ), 因此 P(4) = 0 或 者 1 但 是 

P(A)= Elimsupl{B,>n} > limsupP(B: > m) = 1/2, 


因此 P(4)=1, 即 PUQimsupBi= 十 00)=1. 
8. Pllimsup{B, > 0}) > limsupP(B, > 0) = 1/2, 由 0-1 律 Pllimsup{B4, > 
0})=1. 
12. "EXR Se te 2A er ll 
13. 由 定理 2.2.3 推出 P*(C) = 1, 再 由 定理 2.2.2 说 明 除 空 集 外 C 不 能 有 其 它 可 
测 子 集 ， 因 此 P,(C) = 0. 
14. Brown 运动 还 可 以 用 Fourier 级 数 的 方法 产生 . 设 {&% : n > 0} 是 概率 空间 
(9, 多,P) 上 的 都 服从 标准 正 态 分布 的 独立 随机 变量 序列 ， (说 明 其 存在 性 . ) 函 
数 {1/ Vi, V2/7cosz,… ,V2/7cosnz,…} 是 L2([0,7] 的 标准 正 交 基 ， 依 次 记 
为 {en :n> 0}. 对 任何 fe?([0,7]), 令 

H(f) := aoéo + a1é1 + a2é2 + ， 


其 中 {an} 是 f 的 Fourier 系数 : an := (f,en). 显然 
an = | f(z 
Dh 


即 五 是 区 ([0,7) 到 (9, 多 ,P) 的 一 个 等 距 艇 入 对 上 es [0,7], 显然 lo 的 


Fourier 级 数 为 
sin nt 
llo [0,] (ZT se ye \/ 一 COSNZX. 
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证 明 : 





27 一 1 
t 多 sinmt 
Xt 一 有 Goa)= + Yi 2 Em: 


n>0m=27-1 
在 t€ [0,7] 以 概率 1 一 致 收敛 . 因此 (Xi) 是 连续 过 程 ， 再 证 明 它 在 [0, 7] 上 是 
Brown 运动 . 
解答 (参考 Ito-Mckean 的 Diffusion processes and their sample paths): 令 


n—1l 



































sind) = DD, tn = pax em 人 | 
那么 
i 六 天 DE Fs Ejéj+! 
i | SA 
然后 
2 < | én 人 
En < 2 二 +2 2 之 TD 
n—l1 1 n—m—l1 /nl—1l 1 3 
a1? > (E | 
< tm 





Etmn < (Et 2m)? < (~ +2/Vm)? < 3m- 1, 
l mm 


E》 tari2n < > Eton-1,2n < oo 


n>1 n>1 


第 三 章 ， 随 机 分 析 基 础 
83.1 习 题 


3. T= inf{s: Xs Xs_}. A={r>t={7r<t.. 
5. 今 s=7T(w). 则 多 C {4:w,w € Aorw,w A}. 事实 上 , 记 右 边 为 .和 2. 容易 
验证 知 是 o- 代数 , 取 任 何 B CE,t<s, 因 Xi(w) = Xi(w), 故 {Xi€ Be 和. 
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因此 多 C 和 %. 然后 {7 < s} € Fs, 推出 we {7 < s), 有 即 7(w) < s, 同 理 推 出 
w {rT<s}HR 7(w)>s. 

6. 因为 o 是 F7 可 测 的 ， 故 对 任何 t, {o 和英 mr 和 匡 E i. 而 因为 o>7, 故 
左边 等 于 {c< 吉 

7. 定义 F774+ = {4:4AN{T<Z€ Fy,Vvt}. (1) 证 明 FZ; ={4:A4ANf{7< 
t} € Fivt}. Ae Fi, AN{T < =U,ANf{r <t- 1/n}e. 肥 之 , 
AN{T<DH=NMM,AN{T<t+1/n}. (2) 设 o>7,Ae Zi,AN{o < = 
Ueo AN{o tN{o>r>7=UeoAN{r<"N{r<ozH ee N. 因此 
A e 多 ,. (3) 再 证 明 多 + = 门 ) 多 Hi 

9. 利用 Poisson 过 程 的 拟 左 连续 性 : 参考 定理 4.3.1 的 证 明 . 


慨 率 论 
习题 与 解答 
应 坚 刚 


2010 年 1 月 11 日 


外 


Ol 


第 一 章 ”初等 概率 论 


81.1 ”集合 与 计数 
习 题 


. 证 明 De Morgan 公式 与 定理 1.1.1. 
. 设 /是 集合 X 到 了 的 映射 ， 多 是 了 的 一 个 子 集 类 ， 定 义 区 的 子 集 类 


f° (2):= {7 (B): Be %}. 


证 明 : 如果 多 对 补 运算 (对 应 地 ， 并 运算 ， 交 运算 ) 封闭 ， 那 么 f-1( 多 ) 也 
对 补 运算 (对 应 地 ， 并 运算 ， 交 运算 ) 封闭 . 


. 设 /是 集合 X 到 了 的 映射 ， 2 是 X 的 一 个 子 集 类 ， 定 义 Y 的 子 集 类 


B:={BCY:f (Be )}. 


证 明 : 如 果 .x 对 补 运 算 (对 应 地 ， 并 运算 ， 交 运算 ) 封闭 ， 那 么 多 也 对 补 运 
算 (对 应 地 ， 并 运算 ， 交 运算 ) 封闭 . 


. 一 个 0-1 序列 是 指 取 值 是 0 或 者 1 的 数列 . 证 明 : 至 多 只 有 有 限 多 元 素 不 等 
于 0 的 0-1 序列 的 集合 是 可 列 的 . 
. 从 标准 的 52 张 扑克 牌 中 取 五 张 牌 ， 求 下 列 情况 各 有 多 少 不 同 选择 . (1) 正 


好 是 个 顺 子 ; (2) 正好 是 个 同花顺 子 ; (3) 四 种 花色 都 出 现 . 


p(1) 9 x 45; (2) 36; (3) 4 x (5) x 133 


. 满足 条 件 zi 十 …+ zr =n 的 非 负 整数 值 向 量 (z1,… ,z,) 有 多 少 个 ? 


> 设 


4={(zi Zr):zZ1 二 十 Zr 一 mL 之 02r > 0}; 





B= {1 Tr) :Ti 二 Tr 一刀 十 六 ZL > 0 ,rr > 0}. 


令 gz ,2r) 二 (TZ1 十 1,… ,Yr 十 1). 那么 $8 是 4,B 间 的 一 一 对 应 因此 
14| =1B|. 


. 设 ,是 集合 {1,2,… ,n} 不 同 划分 的 数目 ， 如 五 =] 72 = 2. 证 明 


WA 
Tui1=1+》, (i 
ke. 
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> 应 用 数学 归纳 法 . 在 集合 {1,2,… ,n+1} 的 划分 中 , 看 元 素 n+1 所 在 的 组 
4 设 4 中 除 nn 十 1 外 的 元 素 个 数 为 的 划分 的 全 体 为 44, 那么 0 < 大 < 六 
这 个 元 素 的 取 法 有 (人 中 ， 4 外 剩 下 的 nk 个 元 素 有 人 T。 种 不 同 划分 
法 ， 因 此 由 乘法 和 加 法 原理 
Ta=》 1A] =|Anl+ 
R=0 


> (i | + 国 T,. 


0<k<n 


. 设 4,B 是 两 个 有 限 集合 ， 那 么 |4U Bl=|4|+|B| 一 |4n Bl. 
. 求 xz; 取 0 或 1 并 满足 ;xi > 的 向 量 (zi ,xx) 的 个 数 . 
. 求 下 列 情况 下 大 对 夫妇 的 坐 法 有 多 少 种 ?要 求 夫妻 坐位 相 邻 ， (1) 排 成 一 


排 的 2n 个 坐位 ;，(2) 围绕 一 圆桌 的 2n 个 坐位 . 


. 求 从 1,2,… ,mn 中 取 尼 个 不 重合 组 的 取 法 种 数 ， 其 中 7- 组 是 指 7 个 连续 


. 证 明 : 可 列 个 可 列 集 的 并 仍然 是 可 列 的 . 
. 证 明 : 代数 数 集合 是 可 列 的 . 
. (Schr6der-Bernstein, 1898) 如 果 集 合 4, B 互相 与 对 方 的 一 个 子 集 一 一 对 应 ， 


证 明 ， |4| = |B|. 因此 [0,1] 与 (0,1) 之 间 存在 一 个 一 一 对 应 .请 写 出 他 们 
之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 


81.2 古典 概率 模型 
习题 解答 


. 设 有 4, B,C 三 个 事件 ， 请 用 集合 运算 表示 下 列 事件 . 


(a) 仅 有 4 出 现 ; 


个 球 随 机 地 放 在 n 个 盒子 里 ， 求 恰 有 一 个 空 爹 的 概率 . 


n(n— 1):n!/2! 


nY 
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3. 


Ol 


~ 


10. 


8 部 车 随机 地 停 在 一 列 12 个 位 置 的 停车 场 内 ， 求 四 个 空位 恰好 连 在 一 起 的 
概率 . 
9 

7 = 1/55. 

HY 


. 在 一 副 经 充分 洗 匀 的 扑克 牌 (这 里 及 后 面 提 到 的 扑克 排 都 是 指 不 包括 Joker 


的 52 张 牌 ) 中 ， 求 任何 两 个 A 都 不 相 邻 的 概率 . 
> 四 张 牌 分 开 48 张 牌 ， 分 母 是 可 以 相 邻 ， 分 子 是 不 能 相 邻 


48!.49.48.47.46 /49 / 52 
521 AN4 4 全 


. (De Méré) 掷 4 次 仍 子 至 少 得 到 一 个 6 的 概率 与 掷 两 个 山 子 24 次 至 少 得 一 


次 双 6 的 概率 哪个 大 ? 
> (电脑 计 算 ) 
1— (5/6)* > 1— (35/36)*4. 


. 甲 搓 6n 个 骨 子 要 得 到 至 少 n 个 6, 乙 掷 6(n 十 1) 个 骨 子 要 得 到 至 少 n+1 个 


6, 问 谁 的 概率 大 ? 


. 在 两 付 牌 中 取 26 张 至 少 有 2 张 牌 完 全 一 样 的 概率 是 多 少 ? 


> 


(20)/ (6) 


. 一 个 盒子 里 有 红 球 与 黑 球 ， 现 在 任 取 两 个 球 都 是 红 球 的 概率 是 3. 问 (1) 盒 


子 中 至 少 有 几 个 球 ? (2) 已 知 有 偶数 个 黑 球 ， 人 金子 中 至 少 该 有 几 个 球 ? 
> 设 其 中 a 个 红 球 ，5 个 黑 球 ， 则 

1 a(a—1) 

2 (a+t+b)(a+b—1) 
(1) a= 3,0=1; (2)a= 15,6=6. 
父亲 为 了 鼓励 儿子 打 网 球 宣称 如 果 他 能 记得 三 场 与 父亲 和 教练 的 比赛 中 连 
续 的 两 场 ， 他 将 获得 一 笔 奖金 他 可 以 选择 比赛 的 顺序 为 (1) 父亲 - 教练 - 
父亲 ; (2) 教练 - 父亲 - 教练 . 教练 比 父 亲 打 得 好 . 问 为 了 增加 获得 奖金 的 
机 会 ， 他 应 该 选择 哪个 顺序 ? 
>(1) 的 概率 小 于 (2) 的 概率 . 
假设 某 人 在 赌场 使 用 下 面 的 策略 : 先 押 1 元 钱 ， 启 了 就 离开 , 输 了 就 再 赌 一 
次 ， 押 2 元 钱 ， 然后 不 论 输 说 都 离开 . 设 每 次 输赢 都 是 等 可 能 的 . 求 他 最 后 
顾 钱 的 概率 ， 问 这 个 策略 好 不 好 ? 
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12. 


13. 


从 数 1,2,… ,n 中 任 取 个 , 求 其 中 没有 两 个 数 相 邻 的 概率 . 
(AT 六 < 大 < <n 且 襄 一 襄 -1 > 了 做 可 道 的 变换 
= v1) 那么 1<i <<.<li<n (km1) 有 Hil 1>0. 
另 一 个 配对 问题 ,考虑 n 对 夫妇 围 坐 于 圆桌 ， 且 任何 人 的 两 边 都 是 异性 , 求 
没有 一 对 夫妇 坐 在 一 起 的 概率 . 

> 不 妨 给 坐位 依次 编号 1,2,… ,2n. 坐位 1 坐 一 个 女人 .事件 4i: 1 与 i+1 


是 夫妻 (2n 十 1 看 成 1). 
P 人 和 =- 
-1 Ye > P(Aa NN Ai). 
#1 宙 之 < 计 
计算 
Ee 


0， jh 





1 iy—iv 1i>1,1<u<ko—1, 

0， otherwise. 
现在 要 算 从 2n 个 圆桌 坐位 取 有 对 不 相交 相 邻 坐 位 的 方法 数 S54,n， 先 算 从 
m 个 排 坐 位 中 取 对 不 相交 相 邻 坐位 的 方法 数 Ni,m, 参考 11 题 ， Ni,m = 
("和 ). 算 Sn 时 分 两 种 情况 ， 取 {1,2n} 或 不 取 ， 因此 


2n—k 2n 
k 2n—k 





En EE Nk—1,2n—2 Ne,2n = ( 


带 入 上 面 的 和 式 ， 所 求 概率 为 
kf2n- 人 AN 2n 1 
> k ) 2n—k (nx 


一 个 盒子 中 有 m 个 白 球 和 个 黑 球 ， 不 放 回 地 每 次 取 一 个 一 直到 第 ” 个 黑 
球 取出 求 这 时 取出 的 总 的 球 个 数 是 的 概率 . 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


加 k 
(m+ n)g 
(1) 从 n 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 2k 只 ， 求 其 中 恰 有 s 双 的 概率 (2) 从 nn 双 
相同 的 鞋子 中 任 取 2 只 ， 求 其 中 恰 有 s 双 的 概率 . 
>(1) 


P(Ax) = 


(2) 


搓 三 次 仍 子 ， (a) 求 所 得 的 点 数 一 次 比 一 次 大 的 概率 .， (b) 求 点 数 依 次 不 减 
小 的 概率 . 

>(1) (6) /63; (2) (5)/63,n 个 数 中 可 重复 取 开 个, 依次 不 减 ， 1 < 放 < 训 … < 
这 n, 做 可 道 变换 及 = 训 十 (ww 一 1 了 ,这 相当 于 从 n+ 一 1 个 数 中 可 重复 地 
取 上 个 ， 依 次 严格 递增 . 

(a) 两 人 各 搓 两 枚 硬币 ， 求 他 们 所 得 正面 数 一 样 的 概率 ; (b) 两 人 各 掷 三 个 
仍 子 ， 求 他 们 所 得 的 点 数 一 样 的 概率 . 

将 n 条 同样 的 绳子 的 2n 个 头 任意 两 两 连接 ， 求 恰好 连 成 一 个 环 的 概率 . 
> 共 2n 个 线头 ， 编 号 排 好 ， 有 (2n)! 种 排 法 .要 结 成 一 个 圈 ， 线 头 不 能 和 另 
一 头 相连 ， 先 取 一 个 线头 ， 2n 种 选 法 ， 然 后 它 只 能 与 其 他 n 一 1 根 线 的 任 
一 头 连接 ， 有 2n 一 2 种 选 法 ， 接 着 把 两 根 连 在 一 起 的 线 看 成 一 根 继续 ， 因 此 
共有 


2n(2n — 2)(2n — 2)(2n. — 4):...6.4.4.2.2= (2n)!ll(2n — 2)!! 





(2n)!(2n — 2)!! (2n — 2)!! 


(2n)! (27m 一 JI 


一 个 袋 中 有 4 个 球 ， 其 中 a 个 白 球 ， 其 他 是 黑 球 ， 依 次 一 个 一 个 地 不 放 回 
取 球 ， 问 第 次 取 球 时 是 首次 取得 白 球 的 概率 是 多 少 ? 

三 人 A, B, C 以 此 顺序 连续 地 掷 盟 子 . 求 ， (1) A 第 一 个 掷 出 6 点 ，B 第 二 
个 ，C 第 三 个 的 概率 . (2) 求 第 一 个 6 点 是 A 掷 出 的 ， 第 二 个 6 点 是 B 掷 
出 的 ， 第 三 个 6 点 是 C 掷 出 的 概率 . 
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> (应 该 放 在 81.4) 分 别 用 41，42 表示 (1), (2) 中 叙述 的 两 个 事件 (1) 不 
管 A, 那么 在 这 个 比赛 中 B 比 C 先 得 6 点 的 概率 是 p= 1/6 + (5/6)2 :1/6 十 
(5/6)4.1/6 十 .… 二 6/11. 因此 


P(A1) = 1/6p+ (5/6)3 .1/6.p+(5/6)° .1/6.p+:..=6/11.36/91. 

(2) 由 乘法 公式 

P(42>) = P(ABC..., A 先 得 6)P(BCA..., B 先 得 6)P(CAB..., C 先 得 6) 
二 (P(ABC...., A 先 掷 得 6))? 


4 
5N3 1 36Y\ 
50 让 | 
20. 任 取 一 个 自然 数 ， 在 附录 ?? 的 意义 下 ， 求 下 列 事件 的 概率 . (1) 此 数 平方 
的 个 位 数 等 于 1. (2) 此 数 四 次 方 后 的 个 位 数 等 于 1. 
(1) 2/10; (2) 4/10 
21. 设 4, B,C 是 事件 ， 如 果 三 个 事件 不 可 能 同时 发 生 ， 也 不 可 能 其 中 一 个 事件 
单独 发 生 ， 证 明 : 


P(AU BUC)= 3(P(A) +P(B) +P(C)). 
> 不 能 同时 发 生 AN BNMC = 小 不 能 单独 发 生 ; 
ANB°NC°*= A°NBNC*= ANB NC=0. 
因此 AcBUC,BCCUA4,CcAUB, 那 么 
P(A) =P(ABU AC) = P(AB) + P(AC) — P(ABAC) = P(AB) + P(AO). 


类 似 地 ，P(B) = P(B4) +P(BC), P(C) = P(C4) 十 P(CB), 最 后 





P(AUBUC)= P(A)+P(B)+P(C)— P(ANB)—P(BNMC)—P(CNA) 
1 


一 5(P(4) 十 P(B) +P(C)). 


22. 从 n 阶 行列 式 的 一 般 展 开 式 中 任 取 一 项 ， 问 这 项 中 包含 主 对 角 线 元 素 的 概 
率 是 多 少 ? 

23. 一 个 人 试图 扔 一 个 一 元 硬币 (直径 3cm) 到 2 米 外 的 一 个 边 长 为 4cm 的 正方 
形 台 面 上 ,现在 他 的 硬币 已 经 落 在 台面 上 ， 问 硬币 完全 在 台面 里 的 概率 是 多 


少 ? 
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24. 


25. 


[2 


© 


向 一 个 画 着 等 距离 平行 线 的 平面 上 任意 地 投 一 个 边 长 为 a,b,c 的 三 角形 , 平 
行 线 间 的 距离 为 4, 其 中 a,b,c < 4, 求 三 角形 与 平行 线 相交 的 概率 . 

> 利用 21 题 和 Buffon 投 针 问题 . 

回 到 配对 问题 ( 例 ??), 用 Bi 表示 个 人 取 自 己 的 帽子 而 没有 人 选中 自己 幅 
子 这 个 事件 ， 利 用 组 合计 数 直接 证 明 ， 当 > 3 时 ， 


[Bx| = (k— 1)(|Br-i|+|Br-2)|), 


且 1B1|=0,1B2|=1. 由 此 求 出 |Bk|. 


81.3 ”概率 空间 与 随机 变量 
习 题 


. 证 明 : 14uB = 二 14V1B,1a4nB 二 14 八 1s, 14: = 二 1 一 14, 14aB = 二 |14 一 1B8|. 

. 证 明 : ”14uB = 14 十 1B 当 且 仅 当 4,B 不 相交 . 

. 证 明 : 任意 多 个 o- 域 的 交 仍 然 是 o- 域 . 

. 如 果 一 个 o- 域 的 元 素 个 数 有 限 ， 证 明 : 其 元 素 个 数 一 定 是 2 的 整数 帘 . 

. 设 (9, 多 ) 是 可 测 空间 ，P 是 多 上 非 负 函 数 且 P(O) = 1, 证 明 下 列 命题 等 


价 . 

(a) P 是 可 列 可 加 的 ; 

(b) P 是 有 限 可 加 的 且 是 下 连续 的 ; 
(c) P 是 有 限 可 加 的 且 次 可 列 可 加 的 . 


. 设 4,B 是 概率 空间 中 的 两 个 事件 且 P(4) = 1, 证 明 : P(A4NmB)=P(B). 


7. 设 P 是 概率 ，P(4) =3,P(B) = 指证 明 ， 吉 <P(ANB)<# 


OO 


OO 


. 证 明 (1) 如 果 9 是 可 列 无 限 的 ， 那 么 在 9 上 不 存在 使 所 有 基本 事件 等 可 能 


出 现 的 概率 ，(2) 9 上 的 事件 域 多 离散 当 且 仅 当 多 上 的 任何 随机 变量 是 离 
散 的 . 


. 设 有 m 持 50 元 钱 的 人 和 个 持 100 元 钱 的 人 在 一 个 窗口 排队 买 票 ，mm > nn， 


票 价 是 50 元 且 窗 口 开始 没有 零钱 ， 求 所 有 买 票 的 人 都 不 需要 等 待 找 钱 的 概 
> 利用 反射 原理 ， 用 S; 表示 前 i 个 人 中 持 50 元 钞票 的 人 数 减 去 持 100 元 钞 
票 的 人 数 . 则 买 票 期 间 不 需要 等 竺 等 价 于 一 条 从 (0,0) 最 终 到 (m 十 n,m 一 n) 
且 在 z 轴 上 方 (可 接触 此 轴 ) 的 格 点 轨道 {(i, 5;)}. 
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10. 证 明 : 


P(N Ai) = Pi)+(-D> PAiUA)+ > P(AiU AjyU Ax) 


= Sid i<ij<k 
十 … 十 (一 1)”-1P(Ai1 UU A,). 
PDe Morgan 对 偶 ， 定 理 1.2.1 
11. 证 明 : 
P( J A4i) > > P(A4;)— P(AiN A;). 
大 $e 名 


> 数学 归纳 法 ， 定 理 1.2.1 


12. 证 明 : 
P([ J Ai) < min 全 P(4;) 一 > P(Ai;N | : 
记 1 记 1 让 
”数学 归纳 法 
13. 设 有 事件 41,… ,4 Ni 表示 恰 有 个 4; 发 生 的 事件 . 证明: 
n—k i 
P(NE) = > (=1): ) Ki 
i=0 


其 中 Sj = > P(Ai, NN Ai;, (ree Ai,). 
Pp [nl “一 {1, 2， 了 Nx 表示 Ai,: 2 , An 中 恰 有 k 个 发 生 . 则 


Ns= (J (ED 
TC[m],|Tl|=K N_iET igl 

令 4A1 := 门 jj 4i, 那么 和 Ni = Ui(Arn (Uigr4i)“), 然后 应 用 定理 1.2.1. 

14. 设 《 是 随机 变量 , 分 布 函 数 是 已 , 证明; 对 任何 x € R, P(E < x)= 了 F(z-), 7 
处 的 左 极限 ， 从 而 证 明 FF 连续 当 且 仅 当 对 任何 x € R, P(é = 7z) = 0, 这 时 也 
说 上 是 散布 的 (difused). 

15. 设 有 事件 41,.… ,4 其 中 至 少 有 一 个 一 定 发 生 ， 但 不 可 能 有 多 于 两 个 同时 
发 生 ，P(4) =P P(AiNn 4;) ==q,i 关 jj), 证明， p,q 达 2. 
> 依 条 件 9 二 Ui;4i, 故 1=P(U;4i) < np, 即 p>1/n. 再 由 于 不 可 能 有 多 
于 两 个 事件 同时 发 生 ， 故 1 = np 一 n(n 一 1)/2. 9q, 因此 

d 一 2(np— 1 < 2/n. 


n(n— 1) 
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16. 


17: 


18. 


19. 


MP 


实数 m 称 为 随机 变量 上 的 中 点 ， 如 果 P(E < m) <3< P(E < m). 证 明 : 任 
何 随机 变量 至 少 有 一 个 中 点 ， 且 中 点 的 集合 是 一 个 闭 区 间 . 

> 存在 x 使 得 P(€ < 7z) > 1/2. 邻 m := inf{x :P(E < x) > 1/2, 那么 可 以 证 
明 F(m) > 1/2> FP(m-—). 

设 《是 随机 变量 , 问 是 否 存 在 正 实数 a, 使 得 & 与 5+a 有 相同 的 分 布 函数 ? 
> 不 可 能 .如 果 有 的 话 ， 奢 么 & 的 分 布 函数 满足 F(z) = F(z 一 a) 对 所 及 
成 立 ， 也 就 是 说 是 周期 函数 ， 这 是 不 可 能 的 . 

设 &,n 是 两 个 随机 变量 ， 了 是 个 区 间 ， 证明: 


IP& € 1)— Pe DPE#N. 


P(t € 71)= €€l1,é=n)+P(éE EL,EAN) 
nETL,E=n)+P(E #7n) 
(n ET1)+P(E#). 


证 明 ， 一 个 连续 的 分 布 函数 是 一 臻 连续 的 . 


( 
( 





Pp 
<P 
<P 


81.4 条件 概率 与 全 概率 公式 
习 是 


. 掷 一 个 蜗 子 n 次， 45 表示 第 i 次 与 7 次 得 到 同样 点 数 的 事件 ， 证 明 : 


{45 :1T<27<7} 两 两 独立 ， 但 不 是 相互 独立 的 . 


. 设 p 是 素数 ， 从 9 = {1,2,… ,p} 中 随机 取 个 数 ，4, B C 9, 事件 4, 表示 


所 取 数 分 别 落 在 4, B 集 内 . 者 4,B 独立 ， 那么 4A, B 中 至 少 有 一 个 是 儿 或 
者 Q. 


. 掷 一 枚 均匀 硬币 100 次 ，& 表示 正面 次 数 ， 问 P(48 < & < 52) 与 PE > 60) 


哪个 大 ? 给 出 确切 理由 . 


. 设 Ai, A2,…- ; An,: 是 独立 事件 序列 ， := lim sup 4 证 明 : P(A) 是 0 


或 者 1. 
> 要 证 明 4 与 自身 独立 .分 两 步 (1) 证 明 对 任何 n, Ai1, 42,… ,An,Uss 4k 独 
立 .因为 对 任何 m > 0, 41,… ;An,… ,Anpm 独立 , 故 A1,… , An | A 
独立 ， 由 概率 的 连续 性 推出 结论 ， (2) 对 任何 n， 

4=N Uh=N Ua 


m>1k>m m>n k>m 
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因此 4, 41,… , An 独立 ， 而 n 是 任意 的 ， 故 4, 41,… ,4 … 独立 ， 推出 
4 与 自身 独立 . 

上 面 的 方法 ， 本 质 上 要 用 到 Dynkin 引 理 ， 不 是 一 个 好 方法 ， 另 外 一 个 
简单 方法 ， 由 07 级 陈云 霄 提供 : 令 Bn = 门 s>n 48, 那么 


P(A) = limP(( |) 4#) = 1- limP(B,), 
” kn so 
Bn 递增 且 由 独立 性 得 P(Bn) = [LA>n P(48). 设 a = limnnP(B), 反 设 0 < 
a <1, 那么 存在 m, 当 交 之 凤 时 有 al1+a/2<PBn)<w， 








[[ PC49) = 生生 (1.4.1) 


m<k<n 


让 n 趋 于 无 穷 得 P(Bm) > 地 8 > a, 矛盾 . 

受 上 述 式 子 的 启发 , 我 们 只 需要 在 (1.4.1) 的 等 号 (对 任何 m 成 立 ) 两 端 
让 n 一 = co, 得 P(Bm) = aP(Bm), 因此 a= 1 或 者 对 任何 m,P(Bm) = 0, 即 
a=0. 


5. 撕 两 个 骨 子 ， 证 明 : 和 为 7 的 事件 与 第 一 个 散 子 的 点 数 是 独立 的 . 


. 事件 4 与 所 有 事件 独立 当 且 仅 当 P(4) 是 0 或 者 1. 


7. 设 &,n 是 独立 同 分 布 随机 变量 ， 取 值 x 的 概率 是 2 ,>z = 1 2…… 求 : 


10. 


了 
12. 


P(min(é,n) < 2), P(7 > ©, P(E = ), P(E€ > kn), (其 中 是 正 整 数 ,) 
P(& 整除 ), P(E = 7m), 其 中 ” 是 实数 . 


设 Xi1, Xo, X3 是 独立 随机 变量 ， P(X = 7) -3 (1 — pi)p?—, Lr DD sy 


i = 1,2,3. 
(a) 求 P(X1 <X,< Xs). 
(b) 求 P(X1 < Xo < X3). 


. 如 果 XX 是 参数 为 n,p 的 二 项 分 布 ，Y 是 m,p 的 二 项 分 布 ， 且 X,Y 独立 . 


算 对 十 Y 的 分 布 . 

设 X 是 非 负 整 数值 随机 变量 ， 对 任何 整数 大 > 0 定义 h(k) := P(X = 
Kk|X 二 .如果 { : i > 0} 是 独立 且 都 服从 [0,1 上 均匀 分 布 ， 证明: 
Z := min{fn:U,<h(n)} 与 XX 同 分 布 . 

> 对 任何 > 0, 2Z = 等 价 于 当 i<k 时 Ui>h(i) 而 Uk >h(k). 然后 利用 
证 明 : 事件 41,… , 4, 独立 当 且 仪 当 指 标 141,… ,14,, 独立 . 

重复 Bernoulli 试验 ， 求 第 n 次 成 功 发 生 在 第 m 次 失败 前 的 概率 . 
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13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


[es] 


用 《 表示 第 n 成 功 发生 时 的 总 试验 次 数 ， 它 是 Pascal 分 布 的 ， 所 求 概率 
是 P(E <n+m). 

证 明 : (1) € 是 几何 分 布 的 当 且 仅 当 存在 9 < (0,1) 使 得 对 任何 n > 0， 
P(é > n) = gm; (2) 几何 分 布 有 遗忘 性 : 对 任何 mmsZ+, 有 


P(E > m+nlé > m) = P(E > 7n). 


(3) 有 和 遗忘 性 的 Z+ 值 随机 变量 的 分 布 一 定 是 几何 分 布 . 

如 果 随 机 变量 £, 7 是 独立 的 且 都 服从 几何 分 布 , 那么 £m 也 服从 几何 分 布 . 

设 un 是 掷 次 硬币 其 中 没有 连续 的 4 次 正面 的 概率 , 那么 对 n > 4, 有 公式 
1 


于 1 和 站 下 1 
Un 二 Dn-1 42 8 一 3 16 人 一 4 


以 此 计算 ws. 

> 全 概率 公式 ， 并 递 推 得 us = 26/32. 

有 标号 为 1,2,… ,m 的 m 张 卡片 ， 随 机 地 一 张 一 张 抽取 ， 已 知 第 太 张 是 前 
k 张 中 最 大 的 ， 问 它 是 m 的 概率 . 

设 有 4,B 两 个 盒子 , 分 别 有 三 个 白 球 和 三 个 黑 球 ， 每 次 从 两 盒子 中 任 取 一 
个 球 交 换 ， 求 n 次 后 盒子 中 的 球 的 颜色 仍然 是 相同 的 概率 . 

> 全 概率 公式 得 pn = 3(1 一 pn-1), po 二 1,pi=0. 

设 4 有 三 个 白 球 ，B 盒 有 三 个 白 球 ， 一 个 黑 球 ， 每 次 从 两 盒子 中 任 取 一 个 
球 交 换 ， 求 n 次 后 黑 球 仍然 在 B 盒 的 概率 . 

> 全 概率 公式 得 


3 1 
Pn = pn—1: 4 3 (1 — pn_1) ; 3 


po=1. 

设 4,B 是 一 随机 试验 的 两 个 互 斥 事件 , 重复 这 个 试验 , 问 B 事件 比 4 事件 
先 出 现 的 概率 是 多 少 ? 

> 用 &,7 分别 表示 B, 4 首次 出 现时 的 试验 次 数 . 那么 所 求 概 率 是 PC < 7) = 
D>1P(E = 有 n> 有 R). 而 & 二 k,n > 大 等 价 于 前 大 -1 次 试验 两 者 都 没有 出 
现 ， 而 第 次 试验 B 出 现 ， 因此 PGE = 有 7 > 有 =(-P4UB))P(BD)， 
故而 PC > ) =P(B)/(P(A) +P(B)). 

美洲 有 一 种 盟 子 游戏 ， 赌 徒 掷 两 个 蜗 子 . 如 果 掷 出 7 或 11, 他 就 说 了 . 如 果 
掷 出 2, 3 或 12, 他 就 输 了 .如 果 掷 出 其 他 ， 记 下 这 个 点 ， 再 掷 仍 子 一 直到 
掷 出 这 个 点 数 ， 那 么 他 主 ， 或 者 掷 出 7 点 ， 那 么 他 和 输 ， 问 赌 徒 启 的 概率 是 多 


少 ? 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


27. 


> 首先 写 出 骨 子 点 数 和 & 的 分 布 律 . 那么 由 全 概率 公式 
P(A)= > P(AE=RPE=K)=6/3642/36+ > PE= 月 PE= 月 ， 
» 


ke{4,5,6,8,9,10} 
而 P(A4IE = =P( 在 据 出 7 前 先 掷 出 上 点 ). 由 18 题 ， 


P(AIé = 4)= P(A = 10)= 3/9, 




















1 7 
P(A) = 244/495 = 3 — 30 
几乎 50%, 设计 得 非常 精确 . 
设 随机 变量 X,Y,é 独立 ， 且 X,Y 的 分 布 函数 分 别 是 FG,& 服从 参数 p 的 
Bernoulli 分 布 ， 写 出 EX + (1 一 6)Y 的 分 布 函数 . 
ppF (1l—p)G 
从 伍 ,… ,n} 中 独立 重复 地 取 一 个 数 ，&x 是 第 大 次 取得 的 数 . 令 7 是 首次 
拿 到 偶数 的 时 间 ， 即 
T 二 inf{k:é& 是 个 偶数 }. 


求 复 合 随机 变量 6 的 分 布 ， 注 意 ， 6 的 严格 定义 67 := Dps1 x :14r=k}: 
如 果 {4 :n> 1} 独立 ,证 明 : 


P 0 4 = |][P(4;). 
一 个 盒子 中 5 个 球 ，3 黑 2 白 ， 两 人 依次 取 摸 球 不 返回 ， 记 4 为 第 一 个 人 
取得 黑 球 的 事件 ， B 为 第 二 个 人 取得 黑 球 的 事件 ， 求 P(A|B) 与 PLBI4). 
掷 一 个 仍 子 点 数 为 和 X, 然后 掷 关 枚 硬币 ， 记 硬币 正面 数 为 了 了 . 求 Y 的 分 布 . 
设 ,人 独立 且 分 别 服从 参数 为 Xi, Xa 的 Poisson 分 布 ， 对 整数 即 之 有 > 0， 
求 P(&1 = 和 51 十 2 二 nn). 

设 三 ,… ,条 是 独立 同 分 布 随机 变量 , 都 服从 几何 分 布 ,证 明 在 十 …' 十 后 一 见 
的 条 件 下 ， (61,… 6) 的 分 布 是 均匀 分 布 ， 即 


Pl me mht ) 


Vf pk 计 
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28. 


29. 
30. 


Lm A 


3 


一 


Li BE 


在 n 次 重复 Bernoulli 试验 中 ， & 是 第 i 次 试验 中 成 功 的 指标 (0 < i < n). 
求 在 饭 十 … 十 &x = 二 7,7 <n 的 条 件 下 ，& 的 分 布 律 . 

设 事件 4, B 独立 且 4 c B, 证 明 : P(A4) = 0 或 者 P(B)=1. 

设 6,n 是 独立 Bernoulli 分 布 的 ， 成 功 概率 为 p, 定义 《为 《十 7 为 偶数 这 个 
事件 的 指标 ， 问 何 时 上 与 6 独立 ? 

pp 一 0,1,1/2. 





. 设 6&7 独立 且 是 1, 一 1 上 等 可 能 分 布 的 ，¢ := énm. 证 明 : 7,5 两 两 独立 但 


不 独立 . 


. 设 上 是 离散 随机 变量 ， 4 是 事件 ， 那 么 E(&; 4) = 并 sad xP(E = mm 
. 平均 地 讲 ， 搓 一 个 硬币 多 少 次 就 可 以 得 到 连续 的 两 次 正面 或 连续 的 两 次 反 


面 ? 
p>é&: 首次 出 现 两 次 连续 正面 或 反面 的 试验 数 . 那么 6 > 2. 显然 P(E = 2) = 
1/2, P(£ = 3) = 1/4, P(E = k) = 2/2*. 因此 E€ = 3. 


. 设 上 为 非 负 整 值 随机 变量 ， 其 数学 期 望 存在 ， 证 明 :， Eé€ = >%_1P(& 站) 


dd 


EE= > npP(é =n) 


n>1 


= 


Lr 


= ,P(E=0)= 7 P(N) 


k>1n>k k>1 


. 设 5 服从 参数 为 wp 的 二 项 分 布 ， 证 明 : 


民生 二 直人 全 全 
1+é€ (n+Dp 


PE(1/(1+é))= (1— gt /pr 


. 设 {6 :n> 0} 成 功 概率 为 p 的 独立 Bernoulli 随机 序列 ， 定 义 


X=inf{n>1:é, > é&1, 
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也 就 是 说 X 是 首次 从 失败 到 成 功 的 转折 ， 求 EX . 
> 相当 于 01 出 现时 刻 . 先 等 0 出 现 , 期 望 为 1/q 一 1 (注意 序列 6 从 零 开始 )， 
再 等 1 出 现 ， 期 望 为 1/p, 因此 管 案 为 1 /p++1/9 一 1. 

6. (Coupon 问题 ) 推销 装 有 卡通 人 物 的 卡片 的 某 种 方便 面 ,一 套 卡片 共 N 张 . 
在 每 包 方便 面 中 随机 地 放置 一 张 卡通 卡片 . 求 买 了 nn 包 方 便 面 仍然 没有 收集 
到 一 整套 卡通 卡片 的 概率 , 与 收集 到 一 套 卡片 时 所 买方 便 面 的 包 数 的 期 望 . 
> 等 同 于 放 球 问题 ， 往 NN 个 金子 里 放 球 ， 用 & 表示 首次 没有 空 盒 时 所 放 的 
球 数 . & > n 表示 投放 n 个 球 后 仍然 有 空 盒 .用 Bi 表示 第 i 个 盒子 空 ， 那 





么 由 定理 1.2.1， 
N N k N 
P(E >n)=P (U 5] = >》 (于 2) P( 门 Ba)=> (1 时 9 
$= Kes i=1 k=1 
那么 


N 
EE= 5 P(e >n)= > 人 
n>0 k=1 
e 另 外 有 个 直接 的 方法 可 以 算 期 望 . 令 = 1, 六 是 从 投放 沪 -1 个 球 之 后 算 
起 ， 等 待 第 i 个 非 空 盒子 出 现时 投放 的 球 数 ， 那么 凡 实际 上 是 服从 概率 为 
(N 一 (i 一 1))/N 的 几何 分 布 . 而 上 = i221m, 因此 EEé = D1N/(N-i+1)= 
Bp Nk 
> 这 样 ， 我 们 证 明了 一 个 恒等式 
N N 
_TynifA 之 -个 了 
> 
7. 某 人 用 n 把 外 形 相似 的 钥匙 去 开门 ， 只 有 一 把 能 打开 . 今 逐个 任 取 一 把 试 
开 ， 直 至 打开 门 为 止 分 别 考虑 每 次 试 毕 (1) 不 放 回 ; (2) 放 回 两 情形 . 求 
试 开 次 数 的 数学 期 望 . 
> 在 放 回 情况 下 ，& 服从 参数 为 1/n 的 几何 分 布 .在 不 放 回 的 情况 下 ， 服 从 
{1,… ,n} 上 的 均匀 分 布 ， 因 此 期 望 分 布 是 和 (mn + 1)/2. 
8. 如 果 X 服从 参数 为 的 Poisson 分 布 ， 证 明 : 


E(X(X—1):... (Xk)= Mt!, k=0,1,2... 


求 X 的 方差 . 
9. 从 数字 1,.… ,n 中 任 取 两 个 不 同 的 数 , 求 两 数 之 差 绝 对 值 的 期 望 当 ” 趋 于 无 
穷 时 的 极限 . 
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10. 


J 


12: 


13. 


14. 


15. 


16. 


8 个 男 单身 与 7 女 单身 随机 坐 在 一 排 15 个 座位 上 ，& 表示 其 中 形成 的 相 邻 
且 有 可 能 成 婚 的 对 数 ， (如 用 ME 分 别 表示 男 与 女 ， 例 如 MMMFFFMFM- 
MMMEFF 的 坐 次 ，5 = 5.) 求 EE. (提示 : 用 表示 头 两 个 座位 的 两 个 人 
是 异性 这 个 事件 的 指标 . 求 P(&1 = 1).) 

> 用 &; 表示 i 与 i+1 座 两 人 是 异性 这 个 事件 的 指标 ，1 < 14. 那么 P(&; = 
1)=2:.7.8.13!/15!= 8/15. 而 E£ = Eé&i 十 :十 EC = 14.:8/15. 

设 &,n 是 离散 随机 变量 ， 证 明 : (1) &,7n 独立 当 且 仅 当 对 任何 有 界 函 数 (或 
非 负 函数 ) f,g, 有 Ef(&)g(m) = Ef(&)Eg(m). (2) 如 果 和 7 独立 ， 则 对 任何 函 
数 f,g, 有 /5,9(7) 也 独立 . 

设 &,n 是 二 值 ( 值 域 仅 有 两 个 元 素 ) 随机 变量 ， 证 明 ，&,n 独立 当 且 仅 当 它 
们 不 相关 . 

> 不 妨 设 &,1 分 别 是 事件 4, B 的 指标 . 那么 Eén = P(4n B), E = P(4)， 
En = P(B), 因此 不 相干 等 价 于 PL4nB) =P(4)P(B), 即 4,B 独立 , 这 等 价 
于 &7n 独立 . 

在 一 个 球面 上 10% 涂 上 兰 色 ,其 他 红色 , 证 明 : 不 管 色彩 怎么 涂 ， 都 可 以 内 
接 一 个 正方 体 ， 其 所 有 项 点 都 是 红色 的 . 

> 用 &; 表示 第 ; 顶点 是 红色 这 个 事件 的 指标 . 那么 E > 6 ==8:9/10>7. 
因此 P(50;_1& >>8)>0. 

措 一 个 山 子 到 所 有 点 数 都 至 少 出 现 一 次 即 停止 ，& 表示 撕 的 次 数 . 求 Eé. 
一 个 盒子 里 有 标号 为 1,2,… ,n 的 个 球 , 不 放 回 地 随机 取 % 个 , 求 它们 的 
和 的 期 望 与 方差 . 

>é&; 表示 第 i 次 取出 的 数 ， 那 么 E(&1 十 … 二 6) = (n 十 1)/2. 

袋子 A 里 有 个 红 球 ,袋子 B 里 有 nn 个 兰 球 ， 每 次 都 从 两 个 袋子 里 各 取 一 
球 交 换 ， 证 明 ， 在 次 交换 后 A 袋 中 红 球 数 的 期 望 为 $n(1 + (1 一 2)*) 
> 用 & 表示 次 交换 后 4 袋 中 的 红 球 数 ， 那 么 在 &_1 = m 的 条 件 下 ， 名 
以 概率 (1 一 m/n)?,(m/n)?, 1 一 (1 一 m/n? 一 (m/n)? 分 布 在 m+1,m 一 1 
m 上 .因此 


E(é&x|ék-1 = m) 
= m+) mn +m 1):m/n) im (1 mn (m/n)’) 
= (1—2/n)m+1. 


因此 Eé&x = >, E(éx|éx1 =m):P(6 = m) ==1+ (1 一 2/n)E&x_1. 然后 递 
推 且 利用 初 值 &0 = 7. 


17. 连续 地 掷 一 个 正面 概率 为 p 的 硬币 ，X 是 得 到 n 次 连续 正面 所 撕 的 次 数 ， 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


证 明 ， EX, = Dt_1p*. 
p27 为 反面 首次 出 现 的 时 间 ， P(n > 由 =p". 


EX = >》 E(Xnln = FP = 有 十 EC > n)P(n >n) 


= 》 go (kh+EX) + np 
k=1 

= Dl) EX 
k=1 





设 有 涂 有 红 与 两 种 颜色 的 圆周 , 如 果 其 任意 内 接 正三 角形 总 有 一 个 顶点 是 
红色 ， 证 明 : 涂 有 红色 部 分 的 长 度 不 小 于 圆周 总 长 的 三 分 之 一 . 
P&EA,&B, Ec 分 别 表 示 4, B,C 是 红色 的 指标 ,那么 &4 十 EB 十 Ec >1. 玉 表示 
涂 红色 的 集合 ， 那 么 三 变 甚 同 分 布 且 P(&4 = 1) = 典 , 因此 |R| > 27/3. 

n 个 球 随机 放 入 m 个 盒子 ，& 是 空 盒 的 个 数 ， 求 Eé. 

> 


Enlén 1) = (G1 D)- Léa (1 et) = (1 Le. 
因此 E&; = (1-1/mEé&, i =m: (1/m)". 
从 1,2,…,n 中 随机 地 选 个 数 ， 设 & 是 {1,2,… ,n} 上 均匀 分 布 的 ， 求 选 
出 的 数字 和 的 期 记 

XX 是 选 出 的 数字 之 和 ， 那 么 ECXI6) = 哇 .6 因此 








设 和 … ,&k 是 独立 同 分 布 的 非 负 整 数值 随机 变量 ， 证 明 
Emin( 和 ,850) = >》(>》 pm 


n>1 m>n 
其 中 pm 一 P(é1 m). 
设 £ 是 随机 变量 . 证 明 : (1) 如 果 存 在 入 > 0 使 得 E(|é|;|&| > N) < co, 则 
Elé| < eco; (2) 如 果 可 积 ， 则 limn E(&;|&| > ”) = 0. 
>(1) Elé| 三 ES N)+E(El;|E| > N) < N+E(El;|E| > N) < eco. 
(2) 令 6 :==€.1qgazn}: 那么 |&%| < | 引 , 且 >30, 由 控制 收敛 定理 推出 
lim» Elé,| = 0. 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


设 是 随机 变量 ， 证 明 : ”Elé| < co 当 且 仅 当 22n>iP(E > m) < co. 
Pp 因为 nP(n < <n+l1) < ES < <n+l1) < (ni+l)P(r < | < n+l), 
故 

Dnp(n<lé <nt+1) Es1+Y np < < nt+1). 

n>0 n>0 
再 仿 习 题 3 证明 3%>onP(n<| 引 <nt+1)= Di1P(t| > 7n). 
利用 Bernoulli 的 大 数 定律 证 明 Weierstrass 定理 : 设 f 是 [0,1] 上 连续 函数 ， 
定义 Bernstein 多 项 式 


Nn 


flo) = 5 (0 ) f/m ao) ze 
k=0 

则 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 f. 
设 随机 变量 §& 的 分 布 函数 连续 ， 期 望 为 1, 中 点 为 m, 方差 为 2, 证 明 : 
(4—m)* < co 

不 妨 设 m = 0， 我 们 要 证 明 12 < o?, 即 (E6)2 < E62 一 (E6)2 或 者 
2(E&)?”< Eé&?. 而 (E&)? = (EE1 一 E&-)*. 括号 中 两 数 均 是非 负 的 , 不 妨 设 ES 
更 大 ， 那 么 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 和 0 是 中 点 的 性 质 ， 


(E92 < (Eg+)? < Eg?: P(€ > 0) = SEé’. 


设 g 是 及 上 非 负 递增 连续 函数 ，&€ 是 随机 变量 . 证 明 : 对 于 x > 0, 若 
g(x) > 0, 则 有 








此 不 等 式 不 能 再 改进 ， 证 明 : 对 任何 > > 0, 存在 某 概率 空间 上 的 标准 化 随 


机 变量 & 使 得 


P(E 之:2)= Tr 


> 方法 一 : 任 取 a > 0, 那么 
E(é€ +a) > E((€ + oa);é 2 7) > (a+7) P(E > 2), 


因此 P(& > x) < (1 十 中 )/(x 十 a)*. 给 定 zx, 右边 的 最 小 值 是 a = 1/z 时 达到 
的 ， 等 于 1/(1 二 x?). 
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2 


29. 


8. 


OO 


p> 方法 二 (06 曹 翔 宇 ): 令 p= P(& > z), 那么 
Eé? > E(€°;€ < 0)+E(€;é > 7) 
> E(é2;€ <0)+wp 

由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 
[E(Ié];é€ < 0)] ~ [EQél;é < 0)] 

P(£<0) 1l-p 
而 0=Eé>E(€;é <0)+E(é;é > 27), 故 E(|é|;€ < 0) > E(é;é€ > 72)> 2p, 因 
此 


E(€2;é€ < 0) > 





2 2 2 Zp 2 
Be J ES 


由 此 推出 p< 1/(1+ x2). 
Pp 方法 三 (06 王 颖 川 ): 令 p= P(§ > 7x); 由 Chebyshev 不 等 式 与 Cauchy 不 等 
式 ， 

“< [E(é;é€ > zx) = [E(E;€ < 2z) 

< E(é2;é€ <2) :P(E <2)=(1— E(t;E > 7)) (1 —p) 

< (1— zp)(1 — 7), 
因此 p< 1/(1+ zx?). 
一 个 连续 函数 f 称 为 有 紧 文 撑 , 如 果 {x & R : f(zx) 入 0} 是 有 界 集 . 证 明 : 随 
机 变量 £,n 有 相同 分 布 函 数 当 且 仅 当 对 任何 有 紧 支 撑 的 非 负 连续 函数 f 有 

Ef(é) = Ef (7). 
> 对 任何 a < 六 可 以 构造 紧 支撑 连续 函数 列 f,, 1 lw, 由 单调 收敛 定理 推出 
P(a <é€<0)=El,0(€) =Eloo() = Pla <n <Db). 
推出 ,7 同 分 布 . 
求 在 一 个 掷 硬 币 游 戏 里 ， 分 别 求 3-pattern (101), (111) 和 (110) 首次 出 现时 
刻 的 期 望 . 
”利用 条 件 期 望 性 质 . 
Eé = E(é€|0)/2 + E(é#|1)/2; ECSI0) = 1 + Eé; 
E(é|1) = E(é|10)/2 + E(é€|11)/2; E(é|11) = 1 + E(é|1); 
E(é#|10) = E(é#|100)/2 + E(é|101)/2; E(é€|100) = 3+Eé; E(#|101) = 3， 


解 方程 E& = 10. 其 它 类 似 . Eé011) = 14, Eé(110) = 8. 
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30. 设 NN 是 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 ， {Sj>i 是 独立 同 分 布 可 积 随机 变量 列 
且 与 N 独立 . 证 明 : EN,&=EN.E&. 

31. 设 NN 服从 参数 为 和 的 Poisson 分 布 ， {én :n> 0} 是 独立 同 分 布 非 负 整数 
值 随 机 变量 也 独立 于 N, 5 := Ro1&x, 证 明 ESg(S) = 和 AE(g(S + 0)&0). 
> 


= >》 E(Sg(S)N = 各 PN = 月 


k=>0 


k k 
= 》E(》 59(>》 6))P(N = 月 


k>0 和 


= Deke ete) i i 


k>1 


= 入 : Eo0D26 + 各 


kZ0 
= 入.E(é0g(S + &0)). 


32. 设 随机 变量 & 与 几乎 处 处 相等 证明， (1) 它们 的 分 布 函数 相等 ， (2) 如 
果 可 积 那么 9 也 可 积 且 EE = En 
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82.1 ”分布 函数 
习 题 


. 证 明 : 多 = o({( 一 00,7z]: x €Q})). 


2. 设 《 是 9 上 的 函数 ， 必 是 R 的 子 集 类 ， 证明 : 和 (co)) = o(& (9)). 


Ol 


~ 


. 设 (Q, 多,P) 是 概率 空间 ，& 是 随机 变量 ， 对 任何 Be 多 (R), 定义 1(B) := 


P(€ & B), 证 明 :”(R, 多 (R),n) 也 是 概率 空间 ， 它 称 为 是 的 像 概 率 空间 . 
概率 与 & 的 分 布 函数 是 什么 关系 ? 


. 设 6,n 是 9 频数 ， 如 果 7m 是 关于 o(&) 可 测 的 随机 变量 ， 那 么 存在 及 上 


Borel 可 测 函 数 f 使 得 7 = f(&). 

”实现 o(&) = 61( 多 ), 若 7 是 示 性 函数 ，7 = 14, 那么 存在 Be 多 , 使 得 
4 = {& € B}, 因此 w= 18(é), 成 立 ， 显然 者 7 是 简单 的 时 候 也 成 立 ， 现 
在 设 7 非 负 ， 那 么 存在 简单 的 mm 使 得 加 1 wm, 且 存 在 Borel 函数 fi 使 得 
Wn 二 fn( 自 , 令 f= liminfn fn. 那么 f 是 Borel 函数 且 7 = f(&). 

设 (Q, 多,P) 是 概率 空间 , 用 .NV 表示 多 的 零 概率 集 的 子 集 全 体 , 即 Ne . 少 
当 且 仅 当 存在 No s 多 , 满足 NC No 且 P(No) =0. 证明 {AUN: Ae 
多 ,Ne .NW} 是 o- 域 . 

p 今 罗 ' 是 要 证 明 的 集 类 . 那么 容易 证 明 0,0 <e F'. 设 AUN eZF', 即 
AeZF,NCNoEF 有 P(No)=0. 那么 


(AUN): = (AU No): U (No \N), 


而 A4UNoE 了 多 ,No\N eXNH, 因 此 (AUN):e 了 F'. 验证 多 ' 对 可 列 并 封闭 
是 类 似 的 . 


. 设 《 是 密度 为 f 的 连续 性 随机 变量 ，9 是 严格 递增 可 导 函 数 . 那么 9(&) 也 


是 连续 型 随机 变量 ， 密 度 函 数 是 
ee 
zf 2 区 


举例 说 明 如 果 9 仅 是 递增 的 ， 那 么 8(&) 未 必 是 连续 型 的 . 


f(z) = ut 凡人 1]; 





. 设 的 密度 函数 是 
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10. 


11. 


12. 
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如 果 E€ = 3, 求 a,b. 
pa = 3/5,05= 6/5. 


. 证 明 ， 如 果 连 续 型 随机 变量 & 可 积 ， 则 (1) limy- ,+oo yP(& > y) = 0; (2) 


Eg=/ Pe>way— | Pe< -way 
> 先 设 《 非 负 ， 验 证 EE = Jee P(E > )dy. 有 两 种 方法 (1) 用 Fubini 定理 ， 
& Oo Co 
ES 一 | dy = Ee lresy}dy =/ P(€ > vy)dy. 
(2) 如 果 & 可 积 ， 那么 用 控制 收敛 定理 推出 limy_.woyP(E > 办 = 0, 再 使 用 分 
布 积分 公式 推出 结论 ， 


一般 地 ， E& = EE&+ 一 EC， 而 当 y > 0 时 ，P(6 > yy) = PE > vy), 
PE >Y) = P(E < —Y). 


. 证 明 : 如 果 & 是 非 负 随机 变量 ， 那 么 


Eé =/ nz™ -P(E > x)dz. 
如 果 随 机 变量 £ 的 分 布 函数 了 连续 ， 证 明 : Ff(&) 服从 [0,1] 上 均匀 分 布 . 
> 对 任何 x < (0,1), 定义 F(z) := sup{y : FU) = zx}, 因为 了 连续， 故 
F(z) € RE FF (z)) = 7 因此 P(F(E) < 71) = P(E < F717 OOD)) = 
了 (FP-1(z)) = 2 均匀. 

设 & 是 标准 正 态 分 布 的 ， 对 a <s (0,1), za 是 标准 正 态 分 布 的 a- 分 位 点 . 证 
明 : 


Fp 


inf{y— zx: P(x<éE <Yy)=1- Qa} = 28. 
PP 今 左 边 等 于 之 . 因为 P( 一 zay2 < 和 < Za/2) 一 工 一 Q, 故 之 < 2za 2) 反 过 来 ， 
固定 a > 0, 由 于 正 态 密度 函数 的 性 质 ， P(x 一 a/2 < 《<z+a/2) 当 z=0 
时 最 大 ,如果 0 <y 一 x < 2z42, 那么 





Pl << LP < ) Pa < E02)=1-a. 


2 2 
设 8 是 标准 正 态 分 布 函 数 ， 证明 : 


1 1 1 
(二 一 全 < V2r(1— P(r) < Te ,2>0. 


人 


> 导数 方法 . 


第 二 
13. 


14. 


15. 


16. 


17: 
18. 


19. 


20. 
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设 X 服 从 标准 正 态 分 布 ，a > 0. 证 明 : limz + P(X > z+2|X >27) 一 e 
PL’hospital 

设 U 服 从 [0,1] 上 均匀 分 布 . (1) 求 X= [nV]+1 的 分 布 . (2) 求 X= [号 了]+1 
的 分 布 ,其 中 0<g<1. 

(1) {1,2,.… ,n} 上 均匀 分 布 。 (2) 几何 分 布 . 

如 果 X 服从 参数 为 入 的 Poisson 分 布 ，Y ~T(r,1), 那么 对 7 = 1,2,...， 有 
P(X>7)=P(Y <N. 

> 用 分 布 积分 公式 计算 P(Y < 入 ). 

在 单位 圆周 上 固定 点 4, 然后 在 圆周 上 任 取 点 B, (1) 求 芒 AB 长 度 的 分 布 与 
期 望 ， (2) 求 纺 4B 与 4 点 切线 间 夹 角 的 分 布 . 

设 X 是 Cauchy 分 布 ， 证明: 1/X 也 是 Cauchy 分 布 的 . 

设 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 为 ,期 望 为 证明: “F(z)dz = /+”(1- 
下 (7z))dz 当 且 仅 当 a = x. 

> 参考 第 8 题 ， 如 果 等 式 成 立 ， 用 分 部 积分 公式 ， 





aF(a) 一 本 =—a(l — F(a)) +/ zdF (zx), 
因此 a= ft zdf(z) = 人 可 以 反 推 . 
设 《服从 参数 为 a > 0 的 指数 分 布 , 求 m= 多 | 的 分 布 (其 中 [zx] 表示 z 的 整 
数 部 分 ). 
设 玉 是 分 布 函 数 . 证明， lims +x 2” $dF(y) =0. 
prf™” ydF(y) < /™ dF(y)=1- F(z). 


. 设 矿 是 分 布 函 数 ，a > 0. 证 明 : 


十 co 
人 (FE(z+oa) 一 下 (z))dz = a. 


left side = inm / (F(z+a)— F(z))dz 


=lim ( gl i 人 和 Fodz] SS 


设 & 服从 参数 a 的 指数 分 布 ， 计 算 期 望 Esin 6. 
PpEsin€ = a/(l + a?). 


第 


1 


MD 
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82.2 ”随机 向 量 及 联合 分 布 


习 题 
. 设 上 7 是 独立 随机 变量 ， 证 明 : 
P(£=7) = Ep) = > P(E = = 2), 
eR 


其 中 p(y) := P(& = ); 因此 当 其 中 一 个 的 分 布 函 数 连 续 时 ， P(& = ”7) = 0. 
> 也 有 两 种 方法 . (1) 


P(E€=) =lim >, (P(E+1)/2")— F(R/2") (GE + 1)/2") — G(R/2")), 


天 一 一 co 
因为 连续 的 分 布 函数 一 定 是 一 致 连续 的 (请 验证 ), 故 当 其 中 有 一 个 连续 时 ， 
P(CE= 旋 =0. (2) 设 D={(z,7z) :xe€R}), 那么 由 Fubini 定理 


P(E =7) =Elp(é,n) = 人 Bip 人 Ga -DP =P = 


. (1 ) 设 随机 变 量 ,62, 63,&4 独立 同 分 布 ， 分 布 函数 连 续 ， 求 6 6 为 端点 的 


开 区 间 与 63,& 为 端点 的 开 区 间 不 相交 的 概率 . (2) 设 Xi1, X2, 玉 ,到 是 独立 

随机 变量 ， Xi, X2 同 分 布 ， 分 布 函数 与 密度 函数 分 别 是 下 与 f, 帮 ,到 同 分 

布 ， 分 布 函数 与 密度 函数 分 别 是 G 与 g, 证 明 : 区 间 (Xi,X2) 与 (六 ,3) 不 
3 +E[(F(X1)— G(X) + (FP(Y)— G(Y))]. 


>(1) 由 上 题 ， 四 个 点 中 任何 两 点 都 不 可 能 重合 ， 因 此 四 个 点 的 排列 方式 有 
41 = 24 种 ， 所 求 概率 为 8/24. 


. 设 X,Y 是 独立 同 分 布 非 负 随机 变量 ， 分 布 函数 是 已 如果 对 任何 a,b > 0， 


inf(aX,bY) 与 他 ;XX 同 分 布 ， 证明 下 是 指数 分 布 函数 . 


. 设 (X,Y) 是 2 维 随机 向 量 , 如 果 对 任何 2 阶 正 交 和 矩阵 Q@, (X,Y)Q 与 (X,Y) 


有 相同 的 分 布 ， (或 说 (X,Y) 有 正 交 不 变 的 分 布 ,) 且 P(X =0 工 =0) = 0， 
证 明 : P(Y = 0) = 1. 这 样 随机 变量 多 与 新 有 意义 ,证 明 它们 有 相同 分 
布 并 求 它们 共同 的 分 布 . 

>(1) 令 4 是 除去 0 点 的 x 轴 ， 那么 对 任何 平面 上 旋转 a 角 的 变换 Q。 有 
QaANQsA=00<a<6<27r. 由 旋转 不 变性 


1=P((X,Y) eR2) > P((X,Y) s_Uervn4 


第 二 章 随机 变量 与 分 布 24 





=》 P(X,Y)e Q14) = > PCDe4)， 


因此 P((X,Y)e 4A)=0, 而 P(Y =0)=P((X,Y)€e A)+P(X =0,Y =0)=0. 
>(2) 对 任何 z e 及， 





X 

P(F < 2)=PX < 2Y;Y >0)+PX > zY;Y <0); 
xX 

R(T <z)=P(X<zY;Y >0)+P(X < —zY;Y <0). 


由 正 交 不 变性 ， (X,Y) 与 (-X,Y) 同 分 布 因此 P(X > zY;Y < 0) = 
P(—X>zY;Y <0)= P(X < —zY;Y <0). 

>(3) 用 旋转 不 变性 证 明 arctan(Y/X) 是 (-7/2,7/2) 上 均匀 分 布 的 ， 因 此 
Y/X 是 Cauchy 分 布 的 (参考 例 2.1.7). 当 a < 6 时， 用 S(a, 6) 表示 幅 角 从 
a 到 6 的 扇形 ， 旋 转 不 变性 列 含 着 对 任何 9 e R,， 


P((X,Y) € S(a,8)) =P((X,Y) € S(a+0,8+0)). 
不 难 推出 可 加 性 : 只 要 am > 0, ad + az < 27, 则 
P((X,Y) e S(0,a1 + 92)) = P((X,Y) € S(0,01) +P((X,Y) € 5S(0, 02)). 
这 蕴含 着 对 x > 0, 且 z(6 一 a) < 27, 
P((X,Y) e S(xa, £6)) =z:P((X,Y) € S(a,b)). 
因此 当 6 一 a < 27 时 ， 
P((X,Y)€ S(a,8)) = P((X,Y) € 5(0,8— a)) 


_b-o 
27 


那么 对 a € (一 /2, 7/2), arctan(Y/X)<a 当 上 且 仪 当 


DO 一 wa 
27 








P((X,Y) € 5(0,27)) = 


(X,Y)€S(-—7/2,a) US(r/2,a++ 7). 


因此 


P(arctan(Y/X) <a) = 2P((X,Y)€ S(-7/2,Q)) = 2 (a+7/2) 7/2 人 


27 nt 
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(1) 证 明 : 
T(r)T(r2) 
T(r1 十 72) 


(2) 求 参数 为 mra 的 6 分 布 的 随机 变 基 的 期 望 和 方差 . 


B(r1,72) 一 


. 设 X,Y 是 独立 且 具 有 相同 指数 分 布 的 随机 变量 ， 求 支 的 密度 函数 . 


pP(Y/X <z)=P(Y <zX)= ,0dr fy oa?e (®t)dy = 让 





7. 设 (X,Y) 是 上 单位 半圆 上 均匀 分 布 的 ， 求 Z = 去 的 分 布 . 


10. 


11. 


12. 


. 设 (X,Y) 服从 区 域 D 上 均匀 分 布 , 其 中 DD 是 点 (0,0), (1,0), (1,1) 所 围 成 的 


三 角形 . 求 p(X, 7). 


. 在 [0,1] 上 随机 取 点 € 把 它 分 成 为 两 段 , 记 UV := £ 人 (1 一 6,V=1-U0, 分 





别 是 短 段 与 长 段 的 长 度 . 求 坟 的 密度 . 

密度: 2/(1 +Tz)2 7Z 二 1. 

在 一 个 线段 AB 上 任 取 三 点 X, Y, Z, 求 线段 AX, AY, AZ 能 够 组 成 三 角形 的 
概率 . (2) 在 一 个 线段 上 任 取 两 点 自然 形成 三 个 线段 , 求 它们 能 组 成 三 角形 
Pp(1) {(z,y,2) :x,y,z € [0,1],z+Yy> 2,Y+2> ,+ 的 体积 为 1/2. 
(2) 4 是 组 成 三 角形 的 事件 ， P(4) =P(4;& <)+P(4;m < 癸 . 现在 


PL4,5< 9) 
=P(€ <n,€+(7-€)>1-—n,6+(1 -n>n7-é,(1-D)+(n -6 > 
= P(E <n,n>1/2,€<1/2,n-€ <1/2)= 1/8. 








因此 P(A4) = 1/4. 
设 5= (61,&2,&3) 是 在 有 3 的 单位 球面 上 均匀 分 布 的 ， 求 6 的 边缘 分 布 . 


pCasen=3. 
1 和 十 工 


4 X23 十 ZX2 十 X32 二 1 2 


应 用 极 坐 标的 方法 计算 面积 分 ， 因 此 &3 在 [-1,1] 上 均匀 分 布 . 

设 六 = (Xi,.… ,XX,) 是 独立 的 参数 为 p 的 Bernoulli 随机 变量 , 设 /9 : 
{0,1}* 一 R 是 递增 的 。 (1) 令 e(p) := Ef(X), 证 明 ，。 关 于 p 也 是 递增 
的 ， (2) 证 明 ， cov(f(X),g(X)) > 0 

Pp(1) 设 pi < pz, i,… ,了 是 参数 pz 的 Bernoulli, 21,… ,2 是 参数 pi/p2 
的 Bernoulli 且 两 个 Bernoulli 独立 , 令 到 = 歼 25 那么 六 ,… ,YY 是 参数 pi 
的 Bernoulli 且 Y > Y'. 因此 e(p1) = Ef(Y’) < Ef(Y) = e(p2). 





第 二 


13. 


14. 


15. 


16. 
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>(2) 应 用 归纳 法 和 下 面 的 计算 
cov(f(X),g(X)) = Ef(X)g(X)— Ef(X)Eg(X) 
= gEf(X',0)g(X',0) + pEf(X", 1)g(X",1) 
— (gqEf(X’,0) +pEf(X',1))(gqEg(X",0) + pEg(X’, 1)) 
=g:cov(f(X",0),g(X",0)) +p: cov(f(X",1),g(X", 1)) 
十 pg (Ef(X',1)— Ef(X",0))(Eg(X’,1)— Eg(X",0)). 
设 X,Y 是 随机 变量 ， 期 望 0, 方差 1, 协 方差 p. 证 明 : 
E(max{ X,Y?}) <1+ Vi-p?. 
> 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 


1 
Emax(X*,Y?) = 5E(X +Y? 填 | 交 2 一 YY) 
1 
=1+35EIX—YIX+Y| 
1 1 
<1+35(E(X—Y)E(X+ 六 )2) 





=1+ Vi—p?. 


设 和 是 六 维 随机 ( 行 ) 向 量 ，V(X) 是 其 协 方差 矩阵 , 证 明 : det(V(X))=0 
当 且 仅 当 存在 非 零 的 ae R", be R 使 得 P(aX” =5)=1. 

p> 不 妨 设 EX = 0. 如 果 存 在 非 零 的 we R?, 使 得 a?X = 0, 那么 o! XX7a = 
0, 或 者 ozZ(EXX7)a = 0, 因此 矩阵 EXXT 非 满 秩 的 . 反之 ， 如 果 EXX7 
奇异 ， 那 么 存在 非 零 的 向 量 a 使 得 o! EXX7a = 0. 因此 Elo2 XI = 0, 即 
a7X 一 0 a.s. 

设 上 7 独立, 分别 服从 参数 a,b 的 Cauchy 分 布 , 证 明 +7 服从 参数 为 w 十 ! 
的 Cauchy 分 布 . (提示 : 利用 复 变 的 留 数 定 理 计 算 积 分 . ) 因此 Cauchy 分 
布 有 再 生性 . 


< 十 7 的 密度 函数 是 
ab 1 1 q 
应 用 留 数 的 方法 计算 积 


设 义 = (和 ,én) 是 服从 n- 维 正 态 分 布 的 随机 向 量 ，8 是 秩 为 m 的 nxm- 
阶 和 矩阵 ,证明 XQ 是 m- 维 正 态 分 布 的 随机 向 量 ， 也 就 是 说 ， 正 态 分 布 随 
机 向 量 的 非 退 化 线性 变换 仍然 是 正 态 分 布 的 . 
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17. 设 随机 变量 (&,”) 独立 且 都 有 连续 的 密度 , 如 果 (&,”) 得 分 布 是 旋转 不 变 的 ， 
证 明 : 它们 服从 正 态 分 布 . 

18. 设 随机 变量 6,7 独立 ， ~ (nn), ~~ (mh), 求 随机 变量 2 的 密度 函数 . 
这 个 分 布 称 为 是 参数 为 m,n 的 下 分 布 . 

19. 设 {&% :n> 1} 是 独立 同 分布 随 机 序列 ， 且 分 布 函 数 是 连续 的 ， 用 NN 表示 
使 得 6&41 > 8 成 立 的 最 小 指标 n, N := inf{n :x41 > 据 }, 求 NV 的 分 布 . 
对 任何 n, N > n 当 且 仅 当 对 所 有 1<i<n,é&ir1 < 三. 因此 类 似 习题 2 的 
理由 推出 


P(N >n)=P(&i41>&1,1<i<n)= nl 


CE 


20. (参考 例 ??) 在 单位 圆 内 均匀 随机 地 取 个 点 ， 求 以 此 点 为 中 点 的 弦 所 割 的 短 
圆 弧 的 密度 函数 ， 
> 取 点 P,P 到 圆心 的 距离 为 7, 弦 长 为 2V1 一 悦 . 设 9 是 它 所 对 的 圆心 角 ， 
0 < 909<7, 那么 由 余弦 定理 4(1 一 7?) = 2 一 2cos9, 因此 


1/(n+1). 


P(0 < x) = P(cos0 > cosz) 
= P(2r*— 1> cosz) 
1 二 +cosz 
= P(r? > ee ) 
十 cogZ) 一 50 一 coSZ). 
21. 设 (X1,… ,Xn) 是 独立 标准 正 态 分 布 的 ， 亚 是 向 量 (Xi1,… ,Xn) 与 一 个 固 
定向 量 的 夹 角 ， 求 亚 的 密度 函数 ， 
> 固定 向 量 el = (1,0,… ,0). 那么 cos 亚 = 区 我 们 来 算 cos J 的 密度 ， 让 
2 E (一 1 1)， 


一 1 一 


1 
P(e) (27) "exp{—s3} ydy. 
lvil<zlyl,vyeER™ 
而 积分 区 域 等 于 || < V 姐 十 … 十 似 . .上面 对 > 求 导 得 密度 函数 为 
2(2r)-"/2. (1 一 z2)-3/2 . 了 (4) dya .dyn 
="0% (1 = 全 人 


其 中 1/Cu = 万 和 -zw-3/2dz. 然后 调 的 密度 容易 得 到 ， 当 n= 3 时 ， 
正好 是 均匀 分 布 . 
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22. 设 (X,Y) 服从 2 维 正 态 分 布 ，EX = EY = 0, EX2 = EY2 一 1, p( XI = 0. 
(a) 证 明 :，X 与 是 独立 的 标准 正 态 分 布 的 . 
(bp) 令 6b 是 (X,Y) 的 幅 角 ， 证明 % 的 密度 函数 为 


Vli—p2 
27r(1 — 2psin0 cos0)’ WI 
(c) 再 求 P(X >0,Y > 0). 
(d) 令 Z= max(X,7), 证 明 : EZ = V(L=-p)r-l E22 = 1. 
>(1) 首先 二 维 正 态 分 布 的 线性 变换 仍然 是 二 维 正 态 分 布 的 , 因此 (X, 六) (其 


中 六 = | 仍然 是 二 维 正 态 分 布 的 ， 然 后 


DY = EY?Y = i 











— 2pEXY +pEX*=1 


且 cov(X,Y)=0. 





Pp(2) 令 tan Oo = A 
1 2 十 只 一 2 
PK>or>0= |/ tj 
rz>0y>0 2x7V1—p2 2(1— p2) 
1 
三 exp 人 了 (2 十 内 )}qzdy 
=- 人。 ,V1—p2y+pz>0 27 


元 /2 
a | u /了 —re- 了 i 
00 0 27 


= 二 (7/2 一 00) = 二 十 arcsin D)， 
27 


其 中 作 积分 变换 (z,y) 一 (2z， 过) 
(3) 由 对 称 性 且 作 如 (2) 的 积分 变换 
EZ = 2 yf (zx,Yy)drdy 
ee + pr)e 3 ty )drdy 
-Fe) + (A 这 
二 
利用 恒等式 (验证 ): 当 a > 0 时， 


I(a) = / ye 3 +Y) drdy = 
y>ax 








27 
1 十 a2 
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类 似 地 
Eg/ (VI Pay + pre)? eraetedzdy 
T y> eT 
> 


1 
J(a) := 去 / ye (7 + ) drdy, a>0. 
27 y>ax 


那么 Ja) = -去 良 (az)ze-3dat+e zzdz =0, 因 此 J(a) 与 a 无 关 ，J(a) = 
J(0) = 1/2. 而 且 不 难 验证 


小 rye 3 ty ) qrdy 一 0， 
y>ax 


Ee 1 1 1 
E22 = =(27(1 =,p2). | 2702 . 三 让 
(1) 在 一 个 圆心 为 O 的 单位 圆周 上 任 取 两 点 A,B, 求 形成 的 三 角形 OAB 面 


积 的 分 布 与 期 望 . (2) 在 单位 圆周 上 任 取 三 点 A,B,C, 求 三 角形 ABC 面积 
的 期 一. 

>(1) 9 服从 (一 T,T) 上 均匀 分 布 ，Soup = |sin 9|, 其 密度 为 帮 三 sz, 期 望 为 
2/7. 

(2) 把 A 固定 为 坐标 原点 .圆心 在 (1,0) 点 .091,02 分别 是 y 轴 与 AB, AC 
的 夹 角 ， 他 们 独立 且 服 从 (0,7) 上 均匀 分 布 ， 那么 


SABGC 一 2| Sin 01 sin 0» sin(02 -= 01)|. 


然后 计算 ES4pc = 3/27. 








设 随 机 变量 6 ,62,… ,cn (n> m) 是 独立 的 ， 有 相同 的 分 布 并 且 有 有 限 的 
方差 . 试 求 5S= 血 十 包 十 … 十 纳 与 工 = 41 十 m42 十 … 十 Emin 两 和 之 
间 的 相关 系数 . 


pp(S,T)=1— m/n. 

若 随 机 变量 & 的 密度 函数 是 偶 函 数 ， 且 ES” < oo. 试 证 | 和 | 与 5 不 相关 ， 但 
它们 不 相互 独立 . 

设 和 ,人 是 独立 同 分 布 随机 变量 ， 分 布 函数 连续. 证明: 顺序 统计 时 
的 第 i 个 上 ao 的 分 布 函数 是 


nl PE) 
F(z) = qm 2 (人 A t)™ dt. 
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如 果 玉 是 (0,1) 上 均匀 分 布 的 ,那么 Sa 服从 参数 为 2 一 TI1 的 有 分布 
提示 : 证 明 对 任何 ze (0,1) 和 0<i<n, 有 


二 人 a > | 0 
> 简单 的 分 布 积分 计算 得 
() 人 -ord = (za 人 | Grr- ma, 
然后 再 用 归纳 法 . 


27. 设 ,… ,én 是 独立 同 分 布 随 机 变量 ,分布 函数 FF 连续 . 
(a) 求 顺序 统计 量 £01),…… ,So) 的 联合 分 布 密度 ; 
(b) 如 果 & 服从 参数 为 a 的 指数 分 布 , 证 明 ，{&6) 一 &6_1) :1<i<n} (其 
中 &o) := 0) 独立 ， 并 求 它们 的 分 布 . 
(c) 设 下 是 均匀 分 布 且 ? <j, 证 明 : (i)/&0) 与 &0) 独立 . 
> (1) 联合 密度 
nlf (x1) :f(rn): ee 


P(E 一 站 -1 >2i1<1S<7) 


?et Wi 2 ee 
= nle ge | EY Yn yn dy dyn_1 
Yi—Yyi—1>7Xi,l<i<n—1 
n 


一 -| (有 一 ?十 1)7Z 让 
= 


(3) (&(x)) 的 联合 密度 为 nllfo<s<…<z<1 对 除 0),&(;) 外 的 所 有 变量 积 
分 得 这 两 者 得 联合 密度 为 


2 (PFD) (Ld 


对 于 z,y € (0,1)， 


P(é() /£0) < x,€0) < Y) = c.f/ 2 (2 一 2 (一 ZJ) 7dzidzy 
TTITISY 
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先 对 > 求 导 再 对 y 求 导 得 EGG) 与 0) 得 联合 密度 为 
COC. x1(l Es xz) 1 . yi-1(1 pe y) "7 


因此 两 者 独立 且 都 是 beta 分 布 的 . 
设 久 = (Xi ,Xn) 是 n 维 平方 可 积 的 随机 向 量 ， 期 望 为 零 ， 协 方差 矩阵 
> 是 非 退 化 的 . 证 明 : 若 3 是 有 "的 一 个 紧 凸 集 ， 那 么 

1 


P(X < 一 一 一. 
ey 1 十 inf{fz2-lzT:ZE9} 


(提示 : 先 考虑 一 维 的 情况 . ) 
在 三 角形 Al 中 随机 取 三 点 连 成 三 角形 人 2, 证 明 : E| 人 2|= | 人 1 1/12. 
>(05 朱 世 衡 ) 也 就 是 证 明 E(| A2 |/| Al 1) = 1/12. 这 个 值 在 仿 射 变换 下 不 
变 . 现在 建立 直角 坐标 系 ， 取 点 O(0,0)，M(0,1), N(1,0) 组 成 三 角形 Al. 
设 随机 放 入 的 前 三 个 点 按 横 坐标 从 小 到 大 依次 为 A(a, a), B(b, 5), C(c c)， 
用 S 表示 A4BC 的 面积 ， 现 在 要 算 9 的 期 望 ES. 
先 把 S 用 a,b,c,a',b',c 表示 出 来 .延长 4B 交 直 线 z=c 于 Co(c, ch)， 
那么 9 等 于 三 角形 4CCo 的 面积 减 去 BCCo 的 面积 ， 即 








1 1 1 
S=35(c-0 ld- 3- -d= 56- 0) dl. 
我 们 要 计算 积 


1 罗 1 1l—a 1—b 1 一 c 
FE 3/ a f w/ a | dr ww | dc 一 oj .lc — col. 
0 a b 0 0 0 


关于 < 一 % 的 符号 ， 有 四 种 情况 ， (1) Co 在 ON 下 方 ，(2) Co 在 MN 
上 方 ， Co 在 AOMN 内 部 , 但 (3) c > co, 或 者 (4c < C6. 看 4B 线 的 方 
程 为 





这 时 ed 
一 和 
C0 二 a 十 pa (0. 





如 果 o = 0, 那么 b= 近 o, 记 其 为 六 如果 co = 二 1 一 c, 那么 


三 bp— 
c pa a 


/ 
b = 
c—a c—a 
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记 其 为 62. 先 对 b,c 积分 ， 我 们 先 算 下 面 的 积 


1—b 1 一 c 
| | lc — coladb’ de 
0 0 
D1 1 一 c D2 cb 
-人 | Ce-w+/ f G0) 
ei bp: Jo 
b2 1 一 c 1—b 1 一 c 
+/ 小 (c 一 c0) +/ / (co — ec )db’ de 
b1 vcb b2 0 


最 后 的 答案 1/72 是 用 Mathematica 算出 来 的 . 考虑 三 个 点 的 顺序 共有 6 种 . 
设 上 67 独立 ,证 明 : 如 果 & 十 7 可 积 ， 那 么 47 都 可 积 . 

> 设 f(y) := Elé 十 y|, 由 Fubini 定理 ，Ef(m) = Elé 十 |, 因此 f(m) 可 积 ,至 
少 存在 一 个 y, 使 得 f(y) < co, 从 而 ES < Elé + y+ly|<o%. 


82.3 ”条 件 期 望 与 独立 性 
习 题 


. 设 5,7 是 独立 同 分 布 的 可 积 的 离散 随机 变量 . 证明: E(&|€ 十 7) = 3($ 十). 


> 利用 定义 证 明 E(&|& +7) ==E(lé 十 7). 


. 设 of 是 子 o- 域 ，4e of, 证明，E(Latlez) = 14E(é|2). 


> 先 设 & 是 示 性 函数 ， 简 单 随机 变量 ， 然 后 用 单调 收敛 定理 . 


. 证 明 ， (1) (E(#|27))? < E(8?|27). (2) E(E(€|2))? < Eé?. 


证明 恒等式 : 
E((é — E(€|27)) |) = EGG 一 (EC 六 


然后 (1), (2) 都 是 显然 的 . 


. 设 X,Y 独立 的 且 服 从 标准 正 态 分布 的 ，2Z = 和 +Y. 求 ELZIX >0,Y >0). 


首先 P(X > 0,Y > 0) = 1/4, 然后 


1 ee 1 zy ,2 
PC+Y<2X>oOr>0- 冯 / eay | e Tdz, 
TJo 0 


求 导 得 密度 函数 (但 得 不 到 具体 的 解析 表达 式 ). 期 户 


2 二 y2 


1 z 
E(X+Y|IX>0,Y >0)=4 fy> 0 + > dzdy = 4/vV27. 
Z>0 





第 二 章 随机 变量 与 分 布 33 





5. 设 (X,Y) 服从 区 域 D 上 均 色 分布, 其 中 DD 是 点 (0,0), (1,0), (1,1) 所 围 成 的 
三 角形 ， 求 条 件 期 望 E(Y|X). 
6. 设 《服从 N(a,o”), @ 是 标准 正 态 分 布 函 数 ， 求 EE@(6，( 提 示 : 取 独 立 于 《 
且 服 从 标准 正 态 的 随机 变量 UV 证明: ”®(&) = P(UV < é&|&).) 
. 设 (&,n) 有 联合 密度 函数 ， 证 明 : 


E(é|m) = sfein(sImds. 


~ 


8. 设 (X,Y 了 ) 服从 二 维 正 态 分 布 , EX = EY = 0, EX2 = ao2, EY2 =7?,p(X,Y) = 
p. 证 明 : 
(a) E(XIY) = 气力 


02 十 po7 
E( XIX 十 站 ) = 一 一 (X 十 也 ). 
(EI 


>(1) 不 妨 假设 X,Y 是 标准 化 的 .那么 





fx (oy) = f/f TO 2 2(1—p2) 


即 XIY =y 服从 NN(py,1 一 PP) 分布 ,因此 E(XIY)=pY. (2) 利用 (1). 





E( 全 区 ph A 
9. 设 X 服从 参数 为 n, U 的 二 项 分 布 ， 其 中 UU 服从 [0,1] 上 均 色 分布. 求 式 
的 分 布 . 
Pp 对 0O<k<n, 
P(X =%)=E(P(X = V0)) = E( Ja Uk 
= 人 Tr (1— 2x)" dz 
a 
= (1%) B+ nkt) = 二 
10. 设 连 续 型 可 积 随机 变量 X 的 密度 函数 为 f, 写 出 E(X||X|). 


Pp 对 x>0, 
E(XIIX| = 2) = lim E(XIIX| € (z — 6,2+ 6)) 


jim NE-5et) Vf WY 
0 Nyle(s -aa f(y)dy 
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Tf 2Z) — Tf-7) 


~ f(z) +f(-zx) 

因此 
[XIf(IX|) — IXIf(-|IX|) 

f(XI)+f(-|IX|) 
另外 一 个 方法 ， 存 在 函数 9 使 得 E(X||X|) = g(|X|), 用 定义 算 9. 
设 {Yi :1<k<n} 是 独立 且 标 准 正 态 分 布 的 ，Xi := >7_1 ci 六 ,其 中 {ciy} 
是 常数 . 证 明 

E(Xj|X) = [| Xj. 


Ck 


E(XIIX|) = 


设立 ,Y,2 服从 3 维 正 态 分 布 , 边缘 分 布 都 是 标准 正 态 的 ，p1 = p(X,Y), pz = 
Pp(Y, 2),p3 二 p(2, 关 ). (1) 证 明 : 


1 
P(X >0,Y>0,2>0)=3+ Deinp 


(2) 设 p1 = p(X,Y 了 ), 证 明 : 


(p3 — p1p2)X + (p2 — p1p3)Y 


E(Z|X,Y) = 
1 一 0 


>(1) 利用 82.2 的 习题 22 计算 , 首先 (X,Y, 2) 与 一 (X,Y,2) 有 相同 的 分 布 ， 
那么 
P(X>07>0y>0=1-PX<0-PY<0-PZ<0) 
+P(X<0,Y <0)+P(Y <0,2<0)+P(Z <0,X <0) 
—P(X <0,Y <0,2<0) 


3 
1 s 
=1-2/3+ 元 > arcsinm — P(X > 0,Y > 0,2 > 0)， 


故而 得 证 . (2) 直接 算 协 方差 矩阵 证 明 


和 4 一 (ps — p1p2)X + (p2 一 0301) 
1— pi 

与 X,Y 独立 ， 因 而 推出 结论 

(1) 设 和 是 可 积 随机 变量 ，: 是 多 的 子 o- 域 , 证 明 : |E(&|.2%)| < ED) 

(2) 设 上 7 可 积 ， 独 立 且 期 望 为 零 , 证 明 :，EIE 十 川 El&|. (提示 : 利用 (1).) 
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设 有 随机 变量 集 {&; : i € 刀 , 如 果 
人 (olé :i€ 1o), 


To 
其 中 7 取 遍 了 的 所 有 有 限 子 集 , 证 明 : 事件 类 .x 对 交 封 闭 上 且 o(&i :ieE 7 了) = 
0(CV). 
一 根木 棍 随机 断 为 两 段 ， 然 后 较 长 的 一 根 又 随机 地 断 为 两 段 , 求 此 三 段 能 组 
成 三 角形 的 概率 . 
。 设 5 是 第 一 个 断 点 ， 它 是 [0.1 上 均匀 分 布 的 ，X = SV( -5 是 长 的 
段 ，Y 是 [0,X] 上 均匀 分 布 的 . 那么 (X,Y) 的 联合 密度 为 





f(z,y) = fx(z)fyIx (yz) = 2: 1112,1(7): T1oa(y) 


三 线段 1 - X,Y,X 一 Y 能 够 组 成 三 角形 当日 仅 当 1 一 XX 十 Y > XX 一 Y， 
1 一 + 久 -YY>Y,Y+(X-Y)>1-X, 即 久 -Y <1/2,Y <1/2. 概率 为 





P(X—Y <1/2,Y <1/2)= 人 lo vcljayclja2/zdzdy = In4—1. 
y<z,1/2<xz<1 

(1) 设 两 个 非 负 随机 序列 {&% :n> 二 与 {rm :n>1} 独立 ,证明 liminf,é& 

与 lminf nn 独立 .。 (2) 证 明定 理 ?? 中 {mx :n> 1} 是 独立 随机 序列 

> 因为 两 个 随机 序列 独立 ， 由 定理 2.3.4 后 的 说 明 ， 多 = o(& :n> 1) 与 

G2 = om :n> 1) 独立 ， 而 liminfy ,liminf ny, 分 别 关 于 名 与 2 可 

测 ， 因 此 他 们 独立 . 

随机 序列 {&% :n> 1} 的 尾 o- 域 定义 为 


门 o({éx :kk > n}). 

n>1 
一 个 o- 域 服从 0-1 律 ， 如果 其 中 的 事件 的 概率 非 零 即 一 . 证 明 : 独立 随机 序 
列 的 尾 o- 域 服从 0-1 律 . 
设 &,n 是 有 界 随机 变量 ， 用 Weierstrass 台 近 定理 证 明 &, 7 独立 当 且 仅 当 对 
任何 非 儿 整数 m,n 有 ES = ES :Em"”. 
设 上 ,7 是 独立 随机 变量 ， 如果 与 -7 也 独立 ， 证明 等 于 常数 . 
设 7 是 随机 变量 , 且 {6,"} 与 独立. 则 E(&jn, 7) = E(E|n), 其 中 EC 7) 
表示 《关于 o(o(m) U 9Y) 的 条 件 期 望 . 
设 Z 是 在 半径 为 a 的 圆 内 随机 取 两 点 的 距离 ， 求 E2, E2?. 


第 二 章 随机 变量 与 分 布 36 





PP 先 设 两 点 为 (Xi, 站) 与 (X2, 3), 他 们 服从 单位 圆 上 均匀 分 布 . 先 算 容易 的 
EZ?, 
E22 = E[(X1 — X2)* + (7 — Y2)] 
= 2E(X1 — X2)* = 4EX?. 


而 
1 1 1 
EX2 = ~E(X? 区 = 去 2 十 yy2)dzdy = 二 . 
1 二 了 (CXT + 六) py a +y )dzrdy 4 


>EZ 要 困难 得 多 ， 我 们 用 Crafton 的 方法 . 
> (1) 在 半径 为 的 圆 内 任 取 一 点 P 到 圆周 上 给 定点 A 的 距离 的 期 望 EL4P| 
把 圆心 放 在 (a,0) 处 ， 使 用 极 坐 标 表示 7+ < 24cos0, 9 e [7/2,7/ 引 . 其 均匀 
分 布 密度 为 rtrdb/ra2. 因此 


1 7/2 2a cos0 9 
EIAP| = 去 / 小 pd 
Ra? J_a/2 Jo 97 


(2) 设 D; 是 半径 为 z 的 圆 ， 4 = Ds+n\ Dz. 取 两 点 记 为 X 了, 令 
和 (Z) := E(Z|IX € DY € D;). 
那么 
入 (并 让 h) 一 E(ZIX € Dyin,sY 全 Dy+n) 
_ E(Z;X € Dyin,Y € Dt) 
P(X €eDyin,Y € D4n) 
E(Z; X € Di;,Y € D;)+2E(Z;X € Dy,Y € A)+o(h) 
P(X € Dytn,Y € Dytn) 
P(X E DirnY € Ditn) 
P(X E DirnY € Dy+n) 
P(X € D;,Y € A) 
P(X € DztpsY 三 Dri+n) 


Zz 22 TX 2 
-2P(X € Di,Y 人 





= A(z). 








+2E(ZIX € Dy,Y € A). + o(h) 











一 入 (Z) ( (z+) 1 
利用 (1) 的 结果 得 
A(z +h) 一 入 (Z) 327 2 


NO) = jim oT = Me) (4/N+2. 


解 方程 ， 初 值 (0) = 0, 得 和 (x) = 登 2 
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设 5 是 一 个 半径 为 a 的 圆 内 随机 取 三 个 点 组 成 的 三 角形 的 面积 . 证 明 

35a2 

487 

(应 该 放 在 82.3) 应 用 Crafton 的 方法 . 先 设 一 个 点 P 在 圆周 上 . 还 是 应 用 
极 坐 标 计 算 EI]PQR|, 答案 是 0 . 然后 类 似 16 题 建立 一 个 带 初 值 的 微分 方 
程 


ES 








Nz) = 一 6A(zZ) 十 Ye; 
和 (0) =0. 


82.4 ”随机 变量 的 收敛 
习 题 


. 设 {4n} 是 独立 事件 列 ， &(w) := |{n :ws An}, 即 包 含有 w 的 集合 4 的 


个 数 . 证 明 :”P(€ < co) > 0 列 含 着 E& < co. 
PE= si1lA,. Eé = 2 ,1P(An), 再 利用 Borel-Cantelli 引 理 . 


. 设 {4,} 是 事件 列 ， 证 明 : ”Pl(limsup, 4An) > limsupP(4;,). 


应 用 Fatou 引 理 


. 设 {&%} 是 随机 序列 ， 满 足 ,>1 Elén| < co. 证 明 : ”>1 én 几乎 处 处 收敛 


于 一 个 可 积 函 数 6 且 Eé 一 27n>1i E 刀 . 
Pp 今 外 二 > nx>1i [én 那么 En << %, 因此 P(n < 00) 三 | 即 > én 几乎 处 处 
绝对 收敛 ， 然 后 再 应 用 控制 收敛 定理 . 


5. 设 {&%} 是 独立 同 分 布 随机 序列 , 服从 (0,1) 上 均匀 分 布 , 令 了 ,是 6, 2,…， 


é2n+1 按 大 小 排列 后 位 于 中 间 的 那个 ， 证 明 :于 几乎 处 处 收敛 于 1/2. 
> 对 很 小 的 e > 0, 估计 P(|Yh 一 1/2| > 9). 由 82.2 的 22 题 ，Y 服从 参数 为 
nn 二 +1,n 十 1 的 PF- 分布 应 用 Stirling 公式 ， 





1/2 一 e 
Pal>9=2 人 PQ-9nd 


1 
去 2.(27 十 上 .227+1， 


=2.(2n+1): V2/n: (1/2- (1 (20))", 
因此 沁 , P(IY 一 1/2| > 6 收敛 ， 推 论 2.4.2 说 明 ， ,几乎 处 处 收敛 于 1/2. 


(1/2— "(1/2+0)".(1/2- 0 
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(1) 证 明 : 如 果 存 在 极限 为 零 的 正 数 列 {6%} 使 得 >,, P(|&% 一 > 6n) < co， 
那么 6 一 3&. (2) 设 {&%} 是 独立 同 分 布 随机 序列 ， 服 从 参数 1 的 指数 分 布 ， 
令 丈 =int{ 和 :1<RSE 计 算 P( 玫 > mw 3/2) 并 证 明 学 ,>1Y 几乎 处 处 


> 
P(Y% > n 2)=P(E/k > n 2,1 kzn) 


EE II P(é& > kn-3/2) = J[ hen 
k=1 


k=1 
nt+1/2vn 
一 e 


因此 ,PP(Y > ma/) < co, 由 Borel-Cantelli 引 理 ,对 几乎 所 有 的 ww, Y,(w) > 
n-3/2 最 多 只 有 有 限 多 个 成 立 ， 因 此 ,7 几乎 处 处 收敛 ， 


. 设 {4%} 是 事件 列 ，m 是 固定 自然 数 . 用 G 表示 至 少 属于 m 个 4 中 的 元 


素 全 体 . 证 明 : G 可 测 且 mP(G) < > P(4x). 
p 今 = 14,, 那么 G= {>m}, 应 用 Chebyshev 不 等 式 . 


. 设 {&n} 是 随机 变量 列 , 被 一 个 可 积 随机 变量 控制 或 者 满足 supn Elén|? < oo， 


证 明 :”{&} 是 一 致 可 积 也 
应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 和 Chebyshev 不 等 式 ， 


E(lé,l;|é,| > N) < VE POE > N) < Elé,l?. 


(1) (控制 收敛 定理 ) 如 果 {&,} 被 可 积 的 n 控制 旦 66 证明，6 sé. (2) 


设 后, 是 非 负 可 积 随机 变量 ， 名 -了 6, E&% 一， EE. 证 明 ， 6&3&. 
>(1) 首先 , 如 果 {6} 被 可 积 的 了 控制 县 名 一 6 那么 {f} 是 一 致 可 积 的 ， 
就 6 

(2) 显然 (E 一 + <6 且 (8 一刀 )+ 0, 因此 (€ 一 &)+ 上 0. 

(3) 由 (2) 和 条 件 ，Elé 一 & =E[(€ 一 6)+ 一 (6)] =E(E 一 6)+ 一 
(EE - Et) 趋向 于 0. 
设 所 -6 9 是 连续 函数 ， 证 明 : g(&,)>g(&). 
”给 定 e > 0, 存在 和 NN >0 使 得 P(|d > N)<e 而 g 在 [~N-1,N+1l 
上 绝对 连续 ， 存 在 5 > 0 使 得 只 要 z,y 在 这 个 区 间 内 且 lz -小 < 5 则 
Ig(z) - g()| < e 现在 只 要 n 充分 大 使 得 P(é&% - 引 > 5) <。 就 可 以 了 
> 注 ， 换 成 依 分 布 收敛 也 是 对 的 . 
设 6 是 非 负 递减 随机 变量 序列 ， 局 -20. 证 明 。 630. 
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重复 两 个 结果 成 功 S 失败 下 的 Bernoulli 试验 , 给 定 的 一 个 系列 ， 如 SFS, 在 
试验 中 无 限 次 出 现 的 概率 是 多 少 ? 

pp 设 4 是 3n 十 1,3n 十 2,3n 十 3 三 次 试验 的 结果 是 SFS. 那么 {An} 独立 且 
P(A4%) = p2g > 0. 因此 P(A4%) = co, 由 Borel-Cantelli 引 理 ， 4， 会 无 穷 多 
次 出 现 . 

证 明 : 如 果 {} 骅 收敛 ， 则 其 极限 唯一 . 

设 分 布 函 数列 {了 ,} 弱 收 敛 于 连续 的 分 布 函数 了 . 证 明 : 收敛 对 于 ze 及 是 
一 致 的 . 

首先， 连续 的 分 布 函数 必定 一 致 连续 . 对 任何 e> 0, 存在 Y>0 和 6>0 
使 得 F(-NW) <e,1 一 F(N) <e 且 只 要 x <y 是 [-N,N] 中 距离 小 于 6 的 
两 点 ， 则 了 Fy) 一 F(x) <e. 现在 取 -N=zo<z< .<2o1<2u = 
使 得 连续 两 点 的 距离 小 于 5， 然 后 n 充分 大 (只 与 有 关 ), 使 得 对 所 有 i 
到 (Zi) 一 了 (zi)? <e. 现在 可 以 证 明 对 所 有 z, |(7X) 一 P(x) <5e. 当 z<-N 
时 (z > N 类似 )， 





[F(z) — F(Z)| < P(r) + P(r) < P(N)+ FEN) < et2F(N) < 3 





当 xz € [N,N], 那么 存在 i 使 得 x; < zx < ziti， 


[Fn(2) — PT) < F(z) — Fn(ti) + |Fa(zi) — Pl)| + F(Z) — F(zi) 
< 2e hn F(Tit41) eh F(zi) 





< 2et|Fn(zit1) — Prati)| + Fri) — P(ri) +|F (zi) — Fn(7i) 





< 5e， 


举例 说 明 随机 变量 列 依 分 布 收敛 未 必 依 概率 收敛 . 知 {&%} 在 同一 个 概率 空 
间 上 且 a 是 常数 ， 证 明 :， 如 坟 a 理 含 着 6 一 >a. 

分 布 函数 列 到 弱 收 敛 当 且 仅 当 存在 R 的 一 个 稠 子 集 DD 使 得 对 任何 ze 也 ， 
pp 设 局 ,在 D 上 收 伍 , 记 卫 (zx) := lim 到 ,(x), zeDD, 它 递增 . 用 下 表示 下 的 
右 连 续 化 ， 即 


F(z2) :=inf{F(y) :ye D,y>7z)}, reR. 


事实 上 , 对 任意 ze R, 取 zn, 47z, 对 任意 x <yeD, 当 nn 充分 大 , 有 zn <y， 
故 F(zn) < Fy), 即 limn F(zn) < Fy), 推出 F(x) < limn F(xn) < F(x). 
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现在 我 们 证 明 五, 弱 收 敛 于 下. 给 定 zeR, 取 zi<z<zo zlz2e 门 ， 
那么 (x1) < (Xz) < (x2), 故 


F(z1) = lim F(x1) < liminf F(x) < limsup P(x) < lim P(x2) = P(x2). 


如 果 政 在 z 点 连续 ,对 任何 e > 0, 一 定 存 在 Xx1 < xz < x 使 得 f(x) 了 F(x) < 
ec. 因为 DD 币 密 ， 可 以 做 到 x1 < zl < zz < 2x, 因此 


F(x2) — P(r1) < F(xS)— F(x') < e. 


由 此 推出 lm F(x) 存在 等 于 F(x). 
另外 一 个 方法 看 起 来 更 简单 些 (由 07 一 位 同学 提供 ): 令 
而 (z) := inf{F(y) :yeD,y>z zeR. 

那么 名 在 DD 上 等 于 到. 然后 证 明 及 在 而 的 连续 点 上 趋 于 而 . 再 记 友 的 
右 连 续 化 为 ,那么 i 与 了 在 了 i 的 连续 点 上 相等 , 即 丈 , 在 一 个 稠密 集 上 
收敛 于 递增 右 连续 函数 卫 , 从 而 弱 收 敛 . 
满足 lmlzl ~。 f(z) = 0 的 连续 函数 全 体 记 为 Cx(R), 它 包含 紧 文 撑 连 续 函 
数 空间 . 证 明 : (Hely-Bray 定理 的 推广 ) 分 布 函数 列 F, 弱 收 全 于 递增 右 连 
续 函 数 蕴含 着 对 任何 fe Coo(R), /fdFn 收敛 于 fdF， 举例 说 明道 命 
题 不 对 . 
p> 设 互 一 > 了 . 对 任何 自然 数 N, 令 

PIN) := TINco) + Pn: ll_N,N), 

FN .= 1[N,o0) +P: lI_N,N): 


那么 LF(N). 因 两 边 都 是 分 布 函 数 ， 对 fe Cw(R), 定理 2.4.9 推出 
/ fdrN) 一 小 FdFCN). 


给 定 e > 0, 存在 N, 使 得 当 |z| > N 时 ，|f(z)| < e 而 
< FENFAENIAN) IFN) / dm < 2¢. 


| A farN) 一 站 fdr, 
lz|>N 


f sams f iar < set|f tame - /are 
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分 布 函数 列 { 有 已 } 称 为 是 在 无 穷 远 处 等 度 连续 的 ， 如 果 对 任何 。 > 0, 存在 
N > 0 使 得 对 任何 n> 1, 有 成 (N) -及 (CN)>1-e 设 脉 弱 收 敛 于 递增 
右 连续 函数 ,证明 :， 是 分 布 函 数 当 且 仅 当 { 忆 } 在 无 穷 远 处 等 度 连续 . 
设 已 是 [0,1] 上 均匀 分 布 函 数 . 对 [0, 1] 上 和 密度 趋 于 零 的 分 划 列 {(0 = zy < 
< = 和 :二 , 任 取 o < (z 扣 的] j=1,… ,加 ;定义 


m= (zt 一 ee 
et 

证 明 : ”太一 
> 

SS 

tm = 2 EE Ti1) 1 fam) ,oo) 
< 站 而 
0 
jn—1 


(n) 
一 Ti lm ,af ) 小 1 ,co)， 
人 
设 ze [0,1], 当 分 划 长 度 趋向 于 零 时 ， 


和 一 1 
(n) 
IF(z)— 2z| < 2 | 一 2| la ,ago ) (2) 二 Z1io am) (7) 十 (1 一 Z)1oem ,co) 


So tam) +t Be le zl 0. 


设 及 是 分 布 函 数 ，F 是 绝对 连续 的 分 布 函 数 且 五, 一 > 了 ff 是 R 上 有 界 且 
几乎 处 处 连续 的 函数 . 证 明 ， fd 一 > fdr, 试 由 此 推出 [0,1] 上 几乎 处 
处 连续 的 有 界 Borel 可 测 函 数 是 Riemann 可 积 的 . (此 题 限于 学 过 Lebesgue 
测度 的 读者 . ) 

p> 设 矿 是 & 的 分 布 函 数 ， 那 么 下 绝对 连续 蕴含 着 对 任何 R 的 零 测 集 X 有 
P(é € N) = 0. 现在 一 > 了 ,由 Skorohod 定理 ， 存 在 &,& 使 得 其 分 布 函数 
分 别 是 ,了 且 6 点 点 收敛 于 &. 存在 设 f 是 几乎 处 处 连续 的 有 界 函 数 ， 
C(f) 是 连续 点 集 ， 因 为 C(j 是 零 测 集 的 余 集 ， 故 由 控制 收敛 定理 


Ef(én) = E(f (én);€ € C(f)) — Ef(E). 
这 列 含 着 「 fd 一 > fdFf, 即 Riemann 和 收敛， 
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证 明 : 分 布 函数 列 {z} 弱 收 敛 当 且 仅 当 其 所 有 弱 收 敛 子 列 都 弱 收 剑 于 同一 
个 函数 F. 


82.5 ”和 母 函数 与 特征 函数 
习 题 


数 . 
PG2{u}(t) = 2U0(0), Gtut1} = UH) + 


2. 写 出 由 母 函数 U(t) = V1 一 4pgqt? (p,q > 0,p 十 gq = 1) 决定 的 数列 表达 式 . 


. 取 n 个 相互 独立 的 事件 4i, 其 中 pi = P(4i), 1 < i<n. 用 和 表示 其 中 发 生 


的 事件 数 ， 求 & 的 母 函 数 与 期 望 . 


. 求 Pascal 分 布 的 母 函 数 . 


5. (Coupon 问题 ) 某 种 方便 面 使 用 有 卡通 人 物 的 卡片 进行 推销 ,一 套 共 N 张 ， 


在 每 包 方便 面 中 随机 地 放置 一 张 卡通 卡片 . 用 & 表示 收 全 一 套 卡片 所 需 买 的 
方便 面包 数 ， 求 的 母 函 数 ， 


. 求 例 ?? 中 {pn} 的 极限 . 


7. 证 明 ， 如 果 随 机 变量 & 的 特征 函数 的 模 恒 等 于 1, 那么 & 是 常数 . 


p> 设 7 与 独立 同 分 布 ,那么 & 一 7 的 特征 函数 恒 等 于 1, 故 & 一 n 三 0. 那么 
6 与 自身 独立 ， 即 为 常数 . 


. 用 母 函 数 方法 证 明 公式 : 





j+%k=! 
> 只 需 证 明 


2 


j2>0 


. 连续 地 掷 一 个 正面 概率 为 p 的 硬币 ， X 是 到 HTH 出现 为 止 所 掷 的 次 数 ， 


3 


Y 是 到 HTH 或 者 THT 出 现 为 止 所 掷 的 次 数 , 证 明 ， EsX = 让 办 
并 求 EsY. 
> 





Et* = E(t*|H)p+P(tY|T)g = E(t |H)p+ P(X 1+)g; 
E(t*|H)= E(tYIHH)p+ E(tY|IHT)g = E(tX+!H)p + E(tY|HT)G; 
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E(tX|HT) = E(tX|IHTH)p+E(TY|IHTT)g = tSp+EtY tg, 


解 方 程 得 
EX _ gp te 
1—t+t2pg— pq2t3. 
同 理 得 
RE sh dB 
~ 1-t+t2pg— tp2g92° 
设 {& :n>1} 是 独立 且 都 服从 参数 为 的 指数 分 布 ， 对 于 给 定 的 上 > 0, 令 
1 := supfn : Sn < 二 其 中 50 = 0，S% = 于 ”1 证 明 7 服从 参数 为 X 的 
Poisson 分 布 . 
一 个 随机 变量 X 称 为 是 格 分 布 的 ， 如 果 存 在 a 与 > 0 使 得 XX 支撑 在 格 
{a++nb:n 二 .… ,一 1,0,1,2,.…} 上 . 设 X 的 特征 函数 为 $. 证 明 : 
(a) X 是 格 分 布 的 当 且 仪 当 存 在 x 关 0 使 得 10(z)| = 1; 
(b) 如 果 存 在 不 可 公 度 的 x,z ( 即 x 取 0,x' 关 0,z/x' 是 无 理 数 ) 使 得 |%z)| = 
lz = 1, 则 闫 是 常数 . 
(1) 设 存在 to 关 0, 使 得 |9(to)| = 1. 先 设 $(to) = 1, 那么 EcostoX = 1 任 
取 h€ (0,1)， 


EcostoX < hP(costoX <h)+P(costoX >h), 


推出 P(costoX <h)=0, 因 此 P(costoX <1)=0 或 者 P(costoX = 1) = 1, 即 
XX 分 布 在 {fz :costoz = 1} 上 , 格 分 布 的 . 一 般 地 , 存在 9 使 得 emg(to) = 1， 
即 Ee'tpo/o+%)t = 1, 因此 XX 十 00/to 是 格 分 布 的 ， 也 是 格 分 布 的 . 

>(2) 现在 由 (1), Ipx(z)| = 1 纺 含 着 存在 9 使 得 xX 十 9 分 布 在 272; 
Ibpx(z)| = 1 列 含 着 存在 % 使 得 xX 十 0 分 布 在 2rZ.， 反 证 法 ， 如 果 六 
不 是 常数 ， 那 么 存在 fi2 & 2 使 得 区 以 正 概率 分 布 在 (2Kir 一 90)/z 与 
(2k27 一 09)/z 上 ， 自然 地 存在 牛 , 友 <2 使 得 

211T 一 0 261T 一 9 212T 一 0 200 一 由 


/ / 


ZL 化 


因此 (i 一 ko)/z = ( 拉 一 艳 )/z ,与 不 可 公 度 的 条 件 矛 盾 . 
设 少 是 连续 型 随机 变量 X 的 特征 函数 ， 证 明 : 对 任何 te R, 


化 化 


Re(1 -4(D) > 了 Re(l - 420)， 
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设 5 是 一 个 特征 函数 ， 证明， 9, 7, I9|*, Re(9) 都 是 特征 函数 ， 而 |9| 不 一 
定 是 特征 函数 . 

> 设 X 地 特征 函数 是 $, 那么 -XX 的 特征 函数 是 8, 取 与 X 独立 同 分 布 随 
机 变量 工 , 和 + 的 特征 函数 好 , XX 一 了 的 特征 函数 是 |91”, 设 XX 的 分 布 
函数 是 ,一 的 分 布 函数 是 G, 那么 (F + G)/2 的 特征 函数 是 Rep. 但 是 
lg| 未 必 是 特征 函数 .例如 设 X 均匀 分 布 在 {一 1,1} 上 ， 那么 wz) = cosz， 
但 | cosz| 不 是 特征 函数 ， 反 设 是 ， 那 么 有 了 使 得 | cos z| = Ee”*Y, 因为 左边 
在 0 点 二 次 可 导 ， 因 此 了 平方 可 积 ， 那 么 其 特征 函数 必然 处 处 二 次 可 导 ， 
但 | cosz| 不 是 . 

设 $ 是 一 个 有 和 密度 函数 f 的 分 布 函 数 的 特征 函数 ， 且 设 f 是 紧 支 撑 连 续 函 
数 ， 

(a) 证 明 : limys_,w dz) = 0; 

(b) 证 明 : (Parseval 等 式 ) 如 果 [f(x)?dz < co, 那么 


二 Jo(Dl2dt = 上 人 Ha]zdz、 
> 设 4 是 密度 三 得 特征 函数 ， 先 设 fe Cee(R)， 这 时 分 部 积分 ， 
ga = /edy = Fay 


因此 Ip(z)| < 而 上 fm 一 0. 对 一 般 f, 和 任何 es > 0, 存在 ge C2(R) 使 
得 |/ 一 多 二 <e 然后 


po)l < f= gl+| 4 einvg(y)ay 


极限 是 零 . 
应 用 Fubini 定理 


1 = 2 也 1 Sr it(z—Yy) 
上 bPdt = 人 f(a)f (dody 人 / eo Wd 
| f(a)f (yoe TE drdy 
R2 





= 站 e /2f(z/a+ 芒 fy)dzdy， 


先 设 f 还 是 连续 且 有 界 的 ， 当 o 一 > co 时 ， 右 边 的 极限 是 V2rlljllza, 由 
Fatou 引 理 推出 |9| 是 平方 可 积 的 ， 再 用 控制 收敛 定理 推出 结论 .最 后 用 表 
近 的 方法 证 明 绪论 对 一 般 的 密度 函数 成 立 . 
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d- 维 随机 向 量 (&1,… ,4) 服从 正 态 分 布 当 且 仅 当 上,… :ea 的 任何 线性 组 合 
也 服从 正 态 分 布 . 
(1) 一 个 服从 正 态 分 布 的 4- 维 随机 向 量 (61,… ,&4) 独立 ( 即 后，…… ,&4 互相 
独立 ) 当 且 仅 当 其 协 方差 矩阵 是 对 角 型 的 ， (2) 如 果 有 = (&1,… ,6a) 服从 
正 态 分 布 ， 那 么 存在 正 交 和 矩阵 Q 使 得 随机 向 量 《8 是 独立 的 . 
一 个 随机 变量 是 对 称 的 ， 如 果 对 任何 ze R, PE> zj = P(E < -x). 证 
明 ， & 是 对 称 的 当 且 仅 当 特 征 函数 是 实 值 的 . 
设 随机 序列 &, 依 分 布 收敛 于 上 , 证 明 : 对 应 的 特征 函数 列 在 任何 有 界 区 间 上 
一 致 收敛 . 
设 

p(s) = TL + ye = LI), 
(1) 证 明 ， 了 是 一 个 二 维 密度 函数 ， (2) 如 果 (X,Y) 的 联合 密度 是 p, 证 明 : 


Eei(X+Y)é ~ EeiXé .EelYé ¢ER 


设 & 服从 参数 为 上 的 Cauchy 分 布 . 

(a) 利用 留 数 定理 和 控制 收敛 定理 直接 计算 的 特征 函数 ; 

(b) 证 明 : 两 个 独立 的 服从 参数 分 别 为 ts 的 Cauchy 分 布 的 随机 变量 之 和 
是 一 个 服从 参数 为 + 十 s 的 Cauchy 分 布 . 

(c) 验证 如 果 & 服从 参数 1 的 Cauchy 分 布 ， 则 2é 的 特征 函数 是 & 的 特征 
函数 的 平方 , 以 此 说 明 两 非 独立 随机 变量 和 的 特征 函数 可 以 是 两 者 的 乘 
只 

是 否 存在 独立 同 分 布 随机 变量 X,Y 使 得 XX 一 了 是 [一 1 1 上 均匀 分 布 ? 

> 不 存在 .如 果 存 在 的 话 ， 那 么 对 任何 ze 及 ， 

1b(z) = | es sinz 


化 





这 显然 是 不 可 能 的 . 
设 FF 是 随机 变量 & 的 分 布 函数 . 证 明 : 下 面 两 个 等 式 
T 


im DR i F(z)dz = P(E = a); 


， 1 a 站 = x) 
lim Pod = PPE=o) 


下- 一 co 2T 
ZE 也 


设 少 是 随机 变量 的 特征 函数 ， 如 果 9”(0) = 0, 证 明 : ”& 必定 是 常数 ,由 
此 证 明 当 n> 2 时 函数 z mm e-l*l" 不 是 一 个 特征 函数 . 
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p 设 $ 是 & 的 特征 函数 ， 如 果 4 在 0 点 二 次 可 导 ， 则 平方 可 积 且 E&? = 
一 和 (0). 事实 上 ， 由 Fatou 引 理 
— bh) — $b(—h 
-WO = lm 2 2 9$(—h) 


= = lim ,让 /20 一 coszh)dF (xz) 


>2 小 和 二 da 本 ee 





因此 平方 可 积 ， 如 果 %(z) = e-l*I” 是 特征 函数 ， 那 么 89”(0) = 0, 因此 得 
Et? = 0, 即 <= 0, 了 矛盾 . 

24. 设 下 是 分 布 函数 , 证 明 : 如 果 JP(z)l2dz < co, 则 下 连续 . 
> 利用 恒等式 太 二 各 从 dz = ar 


T 一 ?az _ a,—ibz 1] — ei az12 
| 1 2 一” _ Padz < li )|2dz 三 时 
_T ix T z 


che i /2 sl 2 — cosb— 0)7) 1 


C.(b— oa), 


dz 








由 此 推出 连续 性 . 
> 另外 还 有 一 个 公式 ; 设 下 是 二 的 分 布 函数 


上 eviorp (x se-Ef 。 i(€—a )z dx 
2 2 
a -rdz; ez + 2TP(€ = a) 


大 让 人 Ee #a) -2TPG= a), 


由 控制 收敛 定理 推出 公式 


下- 一 co 2 全 一 人 


然后 设 6,7 独立 有 同样 的 分 布 已 对 上 一 站 应 用 上 面 的 公式 ，a 一 0 
3 
dm PoP ds = P(E = = DOPE = 0)). 


由 此 立刻 看 出 习题 的 结论 成 立 . 
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设 XY 独立 服从 标准 正 态 分 布 ， 证 明 : 和 X+7 与 和 -了 独立 . 
设 有 独立 同 分 布 的 平方 可 积 且 标准 化 的 随机 变量 X,Y, 如 果 关 +Y 了 与 X-Y 
独立 ， 证 明 : ”X,Y 服从 标准 正 态 分 布 ， (提示 : 设 X,Y 的 特征 函数 是 少 
首先 证 明 9 恒 不 为 零 . 再 证 明 $ 是 实 的 ， 这 由 考 上 不 商 p(x) = 9( 一 2z)/9(z) 并 
由 性 质 p(2z) = p(z)? 推出 .) 
> 因为 (X+Y)+(X-Y)=2X, 故 9(27) = 9(7)? .0(7)-9(-7) = $2) GD. 
(1) 9 不 会 等 于 0. 如 果 9(a) = 0, 那么 推出 9(a/2) = 0, 故 %a/27) =0 
推出 %0) = 0 矛盾 . 
(2) 令 plz) = gz)/gz), 那么 p(2z) = pz)2. 故 p(z) = ((z/2"))2 .而 
9(z) =1 一 22+o(z2), 那么 plz) = 1+o(z?). 因此 p(x) = limn(p(z/27))” = 
1, 即 $ 是 实 的 . 
(3) 现在 %z) = 9(z/2)* = 9(2/2")* 一 exp{ 一 二 2 
设立 服从 T(m,a) 分 布 YY 独立 于 XX 服从 参数 为 n,m 一 n 的 分布 m,n 
是 非 负 整数 ，n < m. 用 特征 聘 数 的 方法 求 XY 的 分 布 . 
设 Xn 是 人 ,2,… ,nn} 上 均匀 分 布 的 ， 证 明 : 对 任何 ye [0,1], limn P(X < 
ny) 一 Y. 
证明 Xn/n 弱 收 敛 于 [0,1] 上 均匀 分 布 . 


Eei?Xn/n = DD 1 oizk/n = 1 (e 1)e ny te 
WA nN 





< eiz/n—1 2Z 
右边 是 [0, 1] 上 均匀 分 布 的 特征 函数 . 
设 随 机 变量 X， 的 分 布 函数 为 
F(t) =7— -2 e [0,1]. 


(1) 证 明 :”, 是 分 布 函数 且 它 有 密度 函数 . (2) 证 明 : 当 n 一 co 时 ， 有 柬 
用 中 心 极限 定理 证 明 
A Tn 1 
lime 3 I 一 7 
k=0 
> 设 6&, 独立 服从 参数 1 的 Poisson 分 布 ， 那 么 中 心 极限 定理 


P(e (0) -3 
k=1 
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而 >k_1 ex 服从 参数 为 ”的 Poisson 分 布 ， 左 边 等 于 


P( 


eb 
人 
| 入 
2 
| 
a 
3 
M1 
洋 | 


31. 证 明 : 如 果 以 点 点 收敛 ， 那 么 及 弱 收 敛 ， 
32. 用 特征 函数 方法 证 明 Khinchin 大 数 定律 : 可 积 的 独立 同 分 布 随 机 序列 {&%} 
服从 大 数 定律 . 


